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1 Introduction

Considérons un problème P de programmation linéaire en variables binaires :

min c′x

s.t. Ax ≥ b,
x ∈ {0, 1}n

(P)

Un tel problème peut être résolu en utilisant une méthode dite par branch-
and-bound. Cette méthode consiste à explorer un arbre binaire dont les feuilles
correspondent aux solutions potentielles du problème. Lorsque nous découvrons
que le noeud actuel ne peut mener qu’à des solutions pires que celles déjà ren-
contrées, nous rejetons tous les descendants du noeud actuel. La manière dont
nous construisons l’arbre binaire (c’est à dire l’ordre dans lequel nous décidons
de “fixer” les variables xj), et la manière de sélectionner le prochain noeud à
explorer, sont des choix importants qui peuvent dépendre de la structure parti-
culière du problème P.

Les algorithmes de branch-and-bound sont donc essentiellement des recherches
par force brute “améliorées”, et leur coût est exponentiel en le nombre de vari-
ables. Ils font néanmoins partie des meilleurs outils à notre disposition pour
résoudre des problèmes de programmation linéaire en variables binaires qui sont,
dans le cas général, des problèmes NP-complets [4].

Dans cet article, nous nous intéressons au cas où le problème P est symétrique.
Une symétrie dans un programme linéaire est une permutation des variables xj
qui n’altère pas la structure du problème. Pour des problèmes comportant de
nombreuses symétries, il est intéressant d’adapter l’algorithme afin d’éviter des
calculs inutiles en des noeuds isomorphes de l’arbre d’énumération du branch-
and-bound.

Une telle approche a déjà été developpée plus en détails dans les articles [6]
et [7] de F. Margot, articles sur lesquels nous nous baserons ici.

Dans la section 2, nous définissons rigoureusement le groupe des symétries
d’un problème linéaire et montrons comment nous pouvons, quand il est connu,
l’exploiter pour briser les symétries lors d’un branch-and-bound.

Ensuite, en section 3, nous montrons comment appliquer cette théorie au
problème consistant à trouver un covering design optimal.

Enfin, la section 4 décrit une esquisse d’implémentation en Python de cette
application du branch-and-bound aux covering designs.
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2 Branch-and-bound et symétries

2.1 Description du branch-and-bound

Soit de nouveau le problème P de l’introduction. Nous présentons ici de manière
concise un algorithme générique résolvant P par branch-and-bound. Le lecteur
désirant plus de précisions à ce sujet pourra trouver un exposé détaillé du
branch-and-bound (et branch-and-cut) dans [9].

Pour deux sous-ensembles d’indices disjoints F0 et F1 ⊆ {1, . . . , n}, nous
noterons LP(F0, F1) le problème linéaire suivant :

min c′x

s.t. Ax ≥ b,
xj = 0 ∀j ∈ F0,

xj = 1 ∀j ∈ F1,

0 ≤ x ≤ 1

( LP(F0, F1) )

L’algorithme de branch-and-bound auquel nous ferons référence dans le reste
de l’article est :

Branch-and-bound.

(0) Initialisation : L := {(−∞, ∅, ∅)} , x := None, z := +∞.

(1) Si L = ∅, alors terminer : x est solution optimale.
Sinon, choisir un problème (l, F0, F1) ∈ L (et le retirer de L).

(2) Résoudre le problème LP(F0, F1). Soient x̂ sa solution et ẑ sa valeur optimale.
Si ẑ ≥ z retourner en (1), sinon continuer en (3).

(3) Si x̂ n’est pas entier aller en (5), sinon continuer en (4).

(4) Mettre à jour x := x̂ et z := ẑ, et retirer de L tous les problèmes (l, F0, F1) avec l ≥ z.
Retourner en (1).

(5) Choisir un indice j ∈ {1, . . . , n} tel que j 6∈ F0 ∪ F1.
Rajouter les problèmes (ẑ, F0 ∪ {j} , F1) et (ẑ, F0, F1 ∪ {j}) à L.
Retourner en (1).

Remarques.

• La valeur None est une valeur spéciale désignant l’absence de solution.
Donc à l’étape (2), si LP(F0, F1) est non réalisable nous aurons x̂ = None

et ẑ = +∞. Cet abus de notation permet de simplifier la présentation de
l’algorithme.

• Lorsque le vecteur c est entier, nous pouvons au point (2) assigner à ẑ
le plafond de la valeur optimale de LP(F0, F1) et ainsi rejeter quelques
problèmes supplémentaires.

• Le choix de la feuille en (1) et le choix de la variable de branchement en (5)
sont importants pour les performances. Souvent, on choisira un problème
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possédant une borne inférieure l aussi petite que possible et une variable
de branchement xj telle que x̂j soit non-entier, mais d’autres choix plus
adaptés à la structure du problème peuvent être faits.

L’inconvénient de cet algorithme est qu’il ne tire pas parti des symétries du
problème. En effet, il est possible que deux noeuds LP(F0, F1) et LP(G0, G1)
correspondent en fait à des sous-problèmes isomorphes qui mèneront aux mêmes
solutions réalisables et optimales. Il serait donc intéressant d’avoir une méthode
permettant de savoir si, à l’étape (1) de l’algorithme, le problème que nous avons
sélectionné est “vraiment” un nouveau problème qui demande d’être résolu, ou
s’il s’agit en fait d’un problème déjà rencontré que nous pouvons immédiatement
rejeter. Nous aurons besoin de quelques définitions afin de préciser ce que nous
entendons par “symétries” et “isomorphismes”.

2.2 Groupe d’automorphismes

Dénotons par Sym(n) le groupe des permutations de l’ensemble {1, . . . , n}.
Une permutation π ∈ Sym(n) peut être représentée par une matrice [π] :=
[ eπ1

· · · eπn
] ∈ Rn×n, où e1, . . . , en désigne la base canonique de l’espace vec-

toriel Rn. Nous avons alors [π−1] = [π]′ et [σ ◦ π] = [σ][π].
Cette représentation définit naturellement une action de Sym(n) sur Rn :

π(x) := [π]x ∀x ∈ Rn

Ainsi π(x) est le vecteur obtenu en permutant par π les composantes de x, i.e.
π(x)j = xπ−1(j). De même, pour une matrice A ∈ Rm×n et des permutations
σ ∈ Sym(m) et π ∈ Sym(n), la matrice obtenue en permutant les lignes de A
par σ et les colonnes de A par π est [σ]A[π]′.

Nous avons maintenant tout le nécessaire pour définir plus précisément la
notion de symétrie, ou automorphisme, d’un programme linéaire.

Définition. Un automorphisme de P est une permutation π ∈ Sym(n)
satisfaisant :

• π fixe c

• Il existe une permutation σ ∈ Sym(m) fixant b telle que A = [σ]A[π]′

L’ensemble des automorphisme de P forme un groupe qui sera noté Aut(P).

Soient maintenant des problèmes LP(F0, F1) et LP(G0, G1) correspondants
à deux noeuds de l’arbre d’énumération du branch-and-bound. Supposons qu’il
existe un π ∈ Aut(P ) tel que Gk = π(Fk) pour k ∈ {0, 1} ; nous dirons alors que
les deux problèmes sont isomorphes. Prenons un x ∈ Rn et posons y = π(x).

Nous avons :

Ax ≥ b ⇔ ([σ]A[π]′) ([π]x) ≥ [σ]b ⇔ Ay ≥ b

xj = k ∀j ∈ Fk ⇔ yj = k ∀j ∈ Gk pour k ∈ {0, 1}
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En d’autres termes, les solutions réalisables des deux noeuds cöıncident. De
plus :

c′x = c′[π]′[π]x = ([π]c)
′
([π]x) = c′y

Ce qui implique que les solutions (et valeurs) optimales des deux noeuds cöıncident
également.

Il s’en suit que lors du branch-and-bound, nous pouvons rejeter un noeud si
le problème qui lui est associé est isomorphe au problème d’un noeud déjà ex-
ploré auparavant. Nous pourrions réaliser ce test d’isomorphisme en maintenant
à jour une liste des problèmes linéaires déjà explorés ; un problème isomorphe
à un des problèmes de la liste sera alors rejeté. Seulement ceci demanderait, à
chaque sélection d’un noeud, de déterminer l’existence d’un isomorphisme pour
chacun des problèmes de la liste, liste qui pourrait très vite devenir gigantesque.
Cette manière de faire n’est donc pas très efficace.

Nous allons alors plutôt utiliser une autre approche qui consiste à choisir
un représentant pour chaque classe d’isomorphisme. Un noeud sera exploré
uniquement s’il est représentant de sa classe d’isomorphisme, autrement il sera
rejeté.

2.3 Représentant de classe

Introduisons un ordre total sur les sous-ensembles de {1, . . . , n} de la manière
suivante :

Soient s1 < s2 < · · · < st les éléments de S ⊆ {1, . . . , n}
Soient s′1 < s′2 < · · · < s′t′ les éléments de S′ ⊆ {1, . . . , n}

Alors S′ ≤ S ssi il existe un k tel que s1 = s′1, s2 = s′2, . . . , sk = s′k, et :

• soit sk+1 < s′k+1

• soit s = t

Autrement dit, les sous-ensembles sont ordonnés lexicographiquement.

Exemple. Les 8 sous-ensembles de {1, 2, 3} sont ordonnés ainsi :

0 ∅
1 {1}
2 {1, 2}
3 {1, 2, 3}

4 {1, 3}
5 {2}
6 {2, 3}
7 {3}

Un ensemble d’indices S sera alors un représentant s’il est minimum parmi
les ensembles de sa classe d’isomorphisme :

S ≤ π(S) ∀ π ∈ Aut(P)

Remarquons que pour une classe d’isomorphisme donnée le représentant est bien
unique. Nous pouvons maintenant rajouter un test d’isomorphisme à l’étape (1)
de l’algorithme :
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(1) Si L = ∅, alors terminer : x est solution optimale.
Sinon, choisir un problème (l, F0, F1) ∈ L (et le retirer de L).
Si F1 n’est pas un représentant de classe, retourner en (1).
Sinon, continuer en (2).

Ce test d’isomorphisme introduit une complication supplémentaire : à l’étape
(5) de l’algorithme, nous ne sommes plus libres de choisir l’indice j comme nous
le voulons. En effet il est possible que les solutions optimales de P soient re-
jetées par les tests d’isomorphisme si nous choisissons mal l’ordre dans lequel
les variables sont fixées. Précisons.

Soit T l’arbre d’énumération du branch-and-bound sans test d’isomorphisme.
L’ensemble des noeuds de T qui ne seront pas rejetés par le test d’isomorphisme
est alors T ′ = { LP(F0, F1) ∈ T | F1 représentant de classe }. Nous voulons
que T ′ soit un sous-arbre de T contenant la racine. En effet dans ce cas, si
LP(F0, F1) ∈ T est une solution optimale, alors le LP(F ′0, F

′
1) ∈ T ′ représentant

la classe d’isomorphisme de LP(F0, F1) peut bien être atteint par le branch-and-
bound avec test d’isomorphisme, et l’algorithme renverra donc la même valeur
optimale que le branch-and-bound sans test d’isomorphisme.

Comme nous allons le voir, ceci peut être réalisé en choisissant toujours la
variable de branchement de plus petit indice. C’est à dire que l’étape (5) de
l’algorithme devient :

(5) Choisir le plus petit indice j ∈ {1, . . . , n} tel que j 6∈ F0 ∪ F1.
Rajouter les problèmes (ẑ, F0 ∪ {j} , F1) et (ẑ, F0, F1 ∪ {j}) à L.
Retourner en (1).

Prouvons maintenant qu’avec cette stratégie de branchement T ′ est bien un
sous-arbre de T contenant la racine.

Soit un noeud LP(F ′0, F
′
1) ∈ T ′ et prenons un noeud LP(F0, F1) ∈ T se

situant sur l’unique chemin allant de la racine à LP(F ′0, F
′
1). Nous allons montrer

que F1 est un représentant et donc que le chemin de la racine à LP(F ′0, F
′
1) est

contenu dans T ′.
Supposons qu’il existe un π ∈ Aut(P ) tel que π(F1) < F1. Avec notre

stratégie de branchement, F1 est précisément l’ensemble des |F1| plus petits
éléments de F ′1, et donc nous avons aussi π(F ′1) < F ′1, une contradiction. Donc
F1 est un représentant, et nous avons LP(F0, F1) ∈ T ′.
T ′ est donc bien un sous-arbre contenant la racine.

Une plus grande liberté dans le choix de la variable de branchement pourrait
être atteinte en utilisant une autre stratégie de branchement. Cette stratégie ne
sera pas décrite ici mais peut être trouvée dans [8].

Remarquons aussi que ce test d’isomorphisme n’est réalisable que dans le
cas où le groupe Aut(P) est connu. Et même dans ce cas, déterminer si un
ensemble d’indices est un représentant peut s’avérer difficile, bien qu’un algo-
rithme général se basant sur une représentation de Aut(P) par une table de
Schreier-Sims existe [6].
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Cependant pour le problème que nous allons maintenant décrire, le groupe
Aut(P) est suffisamment simple que pour pouvoir réaliser un test d’isomorphisme
efficace.

3 Application aux covering designs

3.1 Covering designs

Définition Un covering design de paramètres (v, k, t) est un couple (V,B) où :

(a) V est un ensemble de v éléments appelés points

(b) B est une collection de sous-ensembles de V appelés blocs

(c) tout bloc contient exactement k points

(d) tout ensemble de t points est contenu dans au moins un bloc

Un covering design possédant le plus petit nombre possible de blocs est dit
optimal. Le nombre de bloc d’un covering design optimal de paramètres (v, k, t)
est noté C(v, k, t).

A ce jour nous ne disposons d’aucune formule en forme close pour le nombre
C(v, k, t). Certains cas particuliers sont connus, par exemple nous disposons
d’une formule lorsque k = 3 et t = 2 [3], et nous disposons également d’une
borne inférieure [11], supérieure [2] et d’un résultat asymptotique [10].

Mais dans le cas général, le seul moyen de calculer C(v, k, t) reste la con-
struction d’un covering design optimal par des moyens algorithmiques. C’est ce
que nous allons faire dans cette section, en appliquant la théorie décrite dans la
section précédente.

Remarquons que la définition donnée ici peut facilement être modifiée pour
donner d’autres structures combinatoires dignes d’intérêt : on peut par exemple
demander que chaque t-ensemble soit contenu dans au plus un bloc (packing de-
signs), ou dans exactement un bloc, ou dans au moins λ blocs, etc. Un ouvrage
intéressant, compilant une collection d’articles de synthèse sur ces structures
combinatoires collectivement appelées block designs, est donné en [1].

Dans le reste de l’article, les nombres v, k et t feront référence aux paramètres
d’un covering design, et V désignera l’ensemble {1, . . . , v}.

3.2 Formulation sous forme de programme linéaire

Soient K l’ensemble des k-ensembles contenus dans V et T l’ensemble des t-
ensembles contenus dans V . Nous supposeronsK et T ordonnés lexicographique-
ment. Une collection de k-ensembles B peut alors être vue comme un vecteur
entier x ∈ {0, 1}K, avec :

xj =

{
1 si le k-ensemble j est contenu dans B
0 sinon

Les variables sont donc indexées par les éléments de K, et lorsque nous parlerons
d’un “indice” nous penserons à un bloc B ∈ K.
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Le nombre de blocs de la collection B est alors
∑
j xj . Afin de pouvoir

exprimer la condition (d) de la définition d’un covering design sous la forme
d’une inégalité linéaire, nous introduisons la matrice A ∈ {0, 1}T ×K suivante :

Aij =

{
1 si le t-ensemble i est contenu dans le k-ensemble j
0 sinon

De cette manière,
∑
j Aijxj compte le nombre de fois que le t-ensemble i est

contenu dans un des blocs de la collection B. Le problème consistant à trouver
un covering design optimal de paramètres (v, k, t) s’écrit alors :

min 1′x

s.t. Ax ≥ 1,

x ∈ {0, 1}K

Nous avons donc un problème linéaire de la même forme que le problème P de
l’introduction et, comme nous allons le voir, ce problème possède de nombreuses
symétries et se prête donc bien à l’algorithme décrit précédemment.

3.3 Ordre lexicographique

Nous souhaitons dans cette sous-section apporter quelques clarifications sur
les manières de voir les ensembles dont il sera question et sur les ordres lex-
icographiques qui en découlent.

Un bloc B ∈ K peut être vu de deux manières différentes :

• Comme un ensemble de points : B ⊆ {1, . . . , v}.

• Comme un vecteur : B ∈ {0, 1}v, avec Bi = 1⇔ i ∈ B.

Dans la sous-section précédente, nous avons déclaré que les éléments de K
étaient ordonnés lexicographiquement, ceci afin de pouvoir les utiliser comme
indices de variables dans notre programme linéaire. Nous pensons qu’il est utile
de préciser une possible ambigüıté, à savoir que nous avons en fait deux ordres
lexicographiques :

• L’ordre lexicographique sur les sous-ensembles de {1, . . . , v}.
Par exemple, {1, 2, 4} ≤ {1, 3, 4}.

• L’ordre lexicographique sur les vecteurs de {0, 1}v.
Par exemple, (1, 0, 1, 1) ≥ (1, 1, 0, 1).

Il est facile de voir que ces ordres sont inverses l’un de l’autre, c’est à dire :

B ≤ B′ (vu comme ensembles) ⇐⇒ B ≥ B′ (vu comme vecteurs)

Quand nous dirons que des blocs sont “ordonnés lexicographiquement”, nous
ferons référence à l’ordre lexicographique sur les sous-ensembles de {1, . . . , v}.
Donc des blocs B1, . . . , Bn ordonnés lexicographiquement seront en ordre “crois-
sant” si vus comme des ensembles, et en ordre “décroissant” si vus comme des
vecteurs.
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Exemple. Pour v = 4 et k = 2 les blocs sont ordonnés ainsi :

{1, 2} (1, 1, 0, 0)
{1, 3} (1, 0, 1, 0)
{1, 4} (1, 0, 0, 1)

{2, 3} (0, 1, 1, 0)
{2, 4} (0, 1, 0, 1)
{3, 4} (0, 0, 1, 1)

Soit maintenant S un ensemble de n indices (i.e. de blocs). Nous pouvons
voir cet ensemble comme une matrice S = [B1 . . . Bn] ∈ {0, 1}v×n, où les Bj
sont les éléments de S vus comme des vecteurs. Nous noterons [S] la matrice
obtenue en ordonnant les colonnes de S en ordre décroissant (ou, de manière
équivalente, en ordonnant lexicographiquement les Bj ∈ S).

Nous avons, pour des ensembles de n indices S et S′ :

S ≤ S′ (lexicographiquement) ⇐⇒ [S] ≥ [S]′

Où dans le membre de droite les matrices sont lues de gauche à droite et de
haut en bas.

Exemple. Pour v = 4, k = 2, et les ensembles d’indices suivants :

S = {{1, 2}, {1, 4}, {2, 3}}, S′ = {{1, 2}, {2, 3}, {2, 4}}

Nous avons :

[S] =


1 1 0
1 0 1
0 0 1
0 1 0

 [S′] =


1 0 0
1 1 1
0 1 0
0 0 1


3.4 Test d’isomorphisme

Les seules permutations de blocs permises dans un covering design sont celles
induites par les permutations de l’ensemble V . Le groupe d’automorphisme du
problème n’est donc autre que Sym(v). Comme nous allons le voir, ceci nous
permet de facilement déterminer si un ensemble d’indices est un représentant.

Soit S un ensemble d’indices donné sous la forme d’une matrice. Alors pour
une permutation π ∈ Sym(v), l’ensemble d’indices π(S) est obtenu en permutant
les lignes de S par π. Donc si S n’est pas un représentant de classe, il existe
une permutation π ∈ Sym(v) telle que :

[π(S)] > [S]

Notre test d’isomorphisme consistera à tenter de permuter les lignes de S
afin d’obtenir une matrice [π(S)] plus grande que [S]. Si nous n’y arrivons pas,
alors S est un représentant.

Pour générer les permutations, nous utiliserons un algorithme recevant en
entrée une permutation d’une séquence et renvoyant la permutation suivante
(dans l’ordre lexicographique). Cet algorithme est parfois appelé “algorithme
L”, une description détaillée en est disponible dans [5].
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Algorithme L.

(0) Soit une permutation a1, . . . , an.

(1) Trouver le plus grand indice r tel que ar < ar+1.
S’il n’existe pas de tel indice, la permutation a1, . . . , an est la dernière permutation.

(2) Trouver le plus grand indice s tel que ar < as.
Vu que (r + 1) est un tel indice, s existe toujours.

(3) Echanger ar et as.

(4) Inverser les éléments ar+1, . . . , an.

Nous pouvons maintenant écrire notre test d’isomorphisme.

Test d’isomorphisme.

(0) Soit un ensemble d’indices F1 donné sous la forme d’une matrice.
Posons S := F1.

(1) Si S est la dernière permutation, terminer : F1 est un représentant de classe.
Sinon, S := permutation suivante des lignes de S.

(2) Si [S] > [F1], terminer : F1 n’est pas un représentant de classe.
Sinon, retourner en (1).

Nous avons maintenant tout le nécessaire que pour écrire une implémentation
d’un branch-and-bound avec test d’isomorphisme pour la recherche d’un cover-
ing design optimal.

4 Mise en pratique

4.1 Implémentation

Dans cette section nous présentons une esquisse d’implémentation du branch-
and-bound avec test d’isomorphisme pour la recherche de covering designs opti-
maux. Nous ne cherchons pas ici à optimiser les performances : le code qui suit
est uniquement donné à titre d’exemple afin de mettre en pratique l’algorithme
discuté dans cet article. C’est pourquoi nous avons choisi d’utiliser le langage
de programmation Python [12] plutôt qu’un langage compilé tel que le C. Nous
gagnons ainsi en clarté ce que nous perdons en performances.

Pour résoudre les problèmes linéaires LP(F0, F1), nous utiliserons une fonc-
tion solve(A, b, c, F0, F1). Cette fonction renvoie un tuple (x,z), où x est
la solution optimale et z la valeur optimale du problème. Son implémentation
pourrait être réalisée en faisant appel à, par exemple, la librairie PuLP [13], une
interface Python à des solveurs tels que GLPK [14] ou CPLEX [15].

Afin de créer les ensembles K et T , il nous faudra aussi une fonction
combinations(v, k) retournant une liste des k-ensembles contenus dans {1, . . . , v},
par exemple combinations(4,2) renverra la liste [ {0,1}, {0,2}, {0,3},
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{1,2}, {1,3}, {2,3} ]. Cette fonction peut être implémentée par des al-
gorithmes classiques ou en utilisant la fonction du même nom disponible dans
le module standard itertools.

Enfin, tr(M) renverra la transposée de la matrice M (encodée comme une
liste de liste), et ceil(z) le plafond du nombre z.

Nous avons maintenant tout le nécessaire que pour présenter notre implémentation
du branch-and-bound avec test d’isomorphisme.

Avant toute chose, il nous faut définir K, T , A, b, et c :

1 K = combinations (v , k )
2 T = combinations (v , t )
3
4 A = [ [ i n t ( i <= j ) for j in K ] for i in T ]
5 b = [ 1 for i in T ]
6 c = [ 1 for j in K ]

Notre algorithme de branch-and-bound est implémenté dans la fonction
bb(A, b, c) qui suit. Nous nous sommes efforcés de rester le plus proche
possible de l’algorithme présenté en section 2 de cet article, et d’utiliser des
noms similaires pour les variables.

1 def bb(A, b , c ) :
2
3 n = len ( c )
4 L = [ ( − f l o a t ( ’ i n f ’ ) , [ ] , [ ] ) ]
5 x = None
6 z = +f l o a t ( ’ i n f ’ )
7
8 while L :
9

10 ( l , F0 , F1) = L . pop ( )
11
12 i f prune (F1 ) :
13 continue
14
15 ( xhat , zhat ) = so l v e (A, b , c , F0 , F1)
16
17 i f c e i l ( zhat ) >= z :
18 continue
19
20 x in t = [ i n t ( s ) for s in xhat ]
21 i f xhat == xint :
22 x = x int
23 z = in t ( zhat )
24 L = [ ( l , F0 , F1) for ( l , F0 , F1) in L i f l < z ]
25 continue
26
27 else :
28 j = min ( [ j for j in range (n) i f j not in F0+F1 ] )
29 L . append ( ( c e i l ( zhat ) , F0+[ j ] , F1 ) )
30 L . append ( ( c e i l ( zhat ) , F0 , F1+[ j ] ) )
31
32 return (x , z )
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En ligne 12 nous sélectionnons toujours le dernier problème rajouté à L,
l’arbre d’énumération est donc exploré par “depth-first”. En ligne 36 nous choi-
sissons le plus petit indice possible, comme exigé pour la validité de l’algorithme,
et en ligne 15 nous effectuons le test d’isomorphisme au moyen de la fonction
prune(F1) que nous allons maintenant décrire.

Tout d’abord, nous aurons besoin d’une fonction calculant la permutation
suivante des lignes d’une matrice (représentée par une liste de listes) :

1 def move(M) :
2
3 J = [ j for j in range (v−1) i f M[ j ] < M[ j +1] ]
4 i f not J :
5 return False
6
7 r = max(J )
8 s = max ( [ j for j in range ( r+1, v ) i f M[ r ] < M[ j ] ] )
9

10 (M[ r ] , M[ s ] ) = (M[ s ] , M[ r ] )
11 M[ r+1:v ] = reve r s ed (M[ r+1:v ] )
12
13 return True

Donc move(M) permute “in-place” les lignes de la matrice M. Si M est la
dernière permutation, notre fonction ne fait rien et renvoie False ; autrement
elle renvoie True.

Nous avons ensuite une fonction isrepr(F1) qui renvoie True si l’ensemble
F1 encodé par la matrice F1 est le représentant de sa classe d’isomorphisme.

1 def i s r e p r (F1 ) :
2
3 S = l i s t (F1)
4
5 while move(S ) :
6 sortedS = t r (S)
7 sortedS . s o r t ( r e v e r s e=True )
8 sortedS = t r ( sortedS )
9

10 i f sor tedS > F1 :
11 return False
12
13 return True

Enfin, la fonction prune(F1) renvoie True ou False selon que nous pouvons
rejeter ou non le problème LP(F0, F1).

1 def prune (F1 ) :
2
3 i f not F1 :
4 return False
5
6 S = t r ( [ [ i n t ( i in K[ j ] ) for i in range (v ) ] for j in F1 ] )
7
8 return not i s r e p r (S)
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Il ne nous reste plus maintenant qu’à appeler la fonction bb(A, b, c) afin
d’obtenir un tuple (x,z) contenant un covering design optimal x et le nombre
z de blocs de ce covering design.

4.2 Résultats

En guise de conclusion et afin de nous faire une idée du temps de calcul économisé
grâce à notre approche, des tests ont été réalisés pour différentes valeurs de
v, k, et t. Deux algorithmes différents ont été testés : le branch-and-bound
avec test d’isomorphisme dont nous venons de décrire l’implémentation, et un
branch-and-bound sans test d’isomorphisme avec la stratégie de branchement
consistant à choisir le plus petit indice j tel que x̂j n’est pas entier. Pour chacun
des algorithmes nous avons compté le nombre de relaxations linéaires résolues.

Nos résultats sont listés dans le tableau qui suit.

(v, k, t) # blocs # LP (avec iso) # LP (sans iso)

(7, 4, 2) 5 31 229

(7, 4, 3) 12 1002 5817

(7, 5, 3) 5 7 10

(7, 5, 4) 9 6 7

(8, 5, 2) 4 13 38

(8, 6, 4) 7 26 84

(8, 6, 5) 12 13 13

(9, 7, 2) 3 24 40

(9, 7, 3) 4 53 69

(9, 7, 4) 6 84 133

(9, 7, 5) 9 99 156

(9, 8, 2) 3 9 14

(9, 8, 3) 4 14 42

(9, 8, 4) 5 17 70

(9, 8, 5) 6 18 70

(9, 8, 6) 7 17 42

(10, 8, 2) 3 30 54

(10, 8, 3) 4 96 594

(10, 9, 4) 5 20 112

(10, 9, 5) 6 22 140

(11, 9, 2) 3 37 70
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