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1 Introduction

Soit L une variété non-compacte. Sous quelles conditions L est-elle une feuille
d’un feuilletage d’une variété compacte M ? Les contraintes de compacité sur
L et M rendent cette question intéressante en nous empêchant de simplement
considérer le produit M := L× [0, 1] feuilleté trivialement.

Le premier à avoir explicitement soulevé cette question est Sondow [1], qui
nous propose quelques premières conditions suffisantes à la réalisabilité de L
en tant que feuille. Ces conditions sont fortes : par exemple une variété sera
feuille dès lors qu’elle est “presque compacte”, nous entendons par là qu’elle
est l’intérieur d’une variété compacte à bord, ou encore lorsque nous pouvons
l’obtenir à partir de variétés plus simples qui sont elles-mêmes déjà les feuilles
d’un feuilletage.

Les conditions nécessaires sont plus difficiles à trouver : nous ne connaissons
pas les contraintes qu’un feuilletage de codimension q > 1 impose sur la topolo-
gie d’une de ses feuilles [2]. Dans le cas q = 1, plus de choses sont connues :
c’est le cas auquel nous nous intéresserons ici.

Dans son article [3], Ghys construit une variété W non-compacte dont la
topologie possède une certaine propriété de “non-récurrence” l’empêchant d’être
feuille d’un feuilletage de codimension 1 d’une variété compacte. C’est cette
construction que nous nous apprêtons à décrire ici ; plus précisément notre
objectif est le suivant :

Théorème 1.1. Il existe une variété non-compacte W de dimension 3 qui n’est
feuille d’aucun feuilletage de codimension 1 d’une variété compacte.

Les différentes notions propres à la théorie des feuilletages seront explicitées
au fur et à mesure qu’elles sont rencontrées, tandis que les concepts et outils plus
classiques, tels que le groupe fondamental ou la suite de Mayer-Vietoris, seront
quant à eux considérés connus. Afin d’éviter la prolifération de conditions de
différentiabilité, toute notre géométrie différentielle sera dès à présent supposée
lisse.

Remarquons que le théorème 1.1 est en fait vrai pour toute dimension plus
grande ou égale à 3. Par souci de simplicité nous produisons ici une variété de di-
mension 3, mais cette construction peut facilement être adaptée aux dimensions
supérieures.
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Par contre, en dimension 2, ça ne marche plus : Cantwell et Conlon [4]
ont en effet montré que toute surface non-compacte L peut être réalisée comme
feuille d’un feuilletage d’une 3-variété compacte M . Nous pouvons en fait même
prendre la 3-variété M de notre choix, à la seule condition que celle-ci soit non-
orientable dès lors que L l’est aussi.

2 Espaces lenticulaires

La propriété de “non-récurrence” dont nous parlions plus haut portera sur le
groupe fondamental de W : nous voulons que π1(W ) soit trop compliqué que
pour permettre à W d’être une feuille. Afin de réaliser ceci, nous aurons besoin
d’une famille infinie de variétés, de groupes fondamentaux tous différents, dans
laquelle nous puiserons lorsque nous entamerons la construction de W .

Ces variétés, les espaces lenticulaires, peuvent être définies à l’aide d’actions
de groupes ; une présentation plus détaillée est disponible en [5]. Nous aurons
besoin de deux résultats classiques sur les espaces d’orbites :

Théorème 2.1. Soit G un groupe fini agissant librement sur une n-variété
compacte X. Alors X/G est une n-variété compacte.

Théorème 2.2. Dans les conditions du théorème précédent, si X est simple-
ment connexe (et connexe par arcs), alors π1(X/G) = G.

Soit maintenant la 3-sphère S3 =
{

(z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 = 1
}

, soient p
et q des entiers positifs premiers entre eux, et considérons l’action suivante de
Z/pZ sur S3 :

[n]. (z1, z2) :=
(
e

2πin
p z1, e

2πinq
p z2

)
L’espace quotient L(p, q) := S3/ (Z/pZ) est alors une variété compacte de di-

mension 3 (théorème 2.1) et son groupe fondamental est Z/pZ (théorème 2.2).
Il s’agit de l’espace lenticulaire de paramètres (p, q).

3 Somme connexe

La variété W sera obtenue en “collant” ensemble des espaces lenticulaires. Nous
précisons ici ce que nous entendons par “coller”.

Pour X une variété connexe de dimension n, nous noterons X ′ la variété
à bord obtenue en enlevant une petite boule ouverte à X. Le bord de X ′ est
donc une copie de Sn−1. Etant données deux variétés connexes X et Y , nous
pouvons former la somme connexe X#Y en identifiant les bords de X ′ et Y ′ :

X#Y := X ′ ∪Sn−1 Y ′

Le théorème suivant nous permet de calculer le groupe fondamental d’une
somme connexe lorsque n ≥ 3 :

Théorème 3.1. Soient X et Y des variétés connexes de dimension n ≥ 3.
Alors π1(X#Y ) = π1(X) ∗ π1(Y ), où ∗ désigne le produit libre.
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Ce qu’on prouve facilement à l’aide du théorème de Van Kampen et en util-
isant le fait que Sn−1 est simplement connexe pour n ≥ 3.

Nous disposons maintenant de tous les ingrédients nécessaires à la construc-
tion de la variété W . Désignons par pn le (n+1)-ème nombre premier et posons
Vn := L(pn, pn − 1). Notre variété est une somme connexe infinie :

W := V1#V2#V3# . . .

W est donc une variété connexe non-compacte de dimension 3 et son groupe
fondamental est :

G := π1(W ) =
∞∗
i=1

Z/piZ

Dans la suite de l’article, W désignera toujours cette variété, G son groupe
fondamental, et Wn seront les “blocs” composant W , c’est à dire que W1 = V ′1
et Wn = V ′′n .

4 Sous-variétés de W

Le théorème suivant est le premier à exprimer la “non-récurrence” de W :

Théorème 4.1. Pour tout n ≥ 1, il est impossible de trouver deux sous-variétés
à bord de W qui soient disjointes et homéomorphes à Wn.

Soient X1 et X2 deux sous-variétés à bord de W , disjointes et homéomorphes
à Wn pour un certain n ≥ 1, et soit Y l’adhérence de W \ (X1 ∪X2).

La suite exacte de Mayer-Vietoris nous donne :

H1 ((X1 ∪X2) ∩ Y )→ H1(X1 ∪X2)⊕H1(Y )→ H1(X1 ∪X2 ∪ Y )

Nous trouvons :
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• H1 ((X1 ∪X2) ∩ Y ) = H1 (∂X1 ∪ ∂X2) = 0, car il s’agit d’une réunion de
sphères S2.

• H1(X1 ∪X2) = H1(X1)⊕H1(X2) = Z/pnZ⊕ Z/pnZ, car X1 et X2 sont
disjoints.

• H1(X1∪X2∪Y ) = H1(W ) =
⊕∞

i=1 Z/piZ, car le premier groupe d’homologie
est l’abélianisation du groupe fondamental.

La suite exacte se réécrit alors :

0→ Z/pnZ⊕ Z/pnZ⊕H1(Y )→
∞⊕
i=1

Z/piZ

Ce qui nous fournit une injection faisant apparâıtre Z/pnZ⊕Z/pnZ comme un
sous-groupe de

⊕∞
i=1 Z/piZ, ce qui est impossible.

Donc X1 et X2 ne peuvent tous deux être homéomorphes à Wn.

5 Sous-groupes de G

La “non-récurrence” de W continue ici d’être précisée. Avant toute chose, nous
posons :

• Γk =
〈{
ghg−1 | g ∈ G, h ∈ ∗ki=1 Z/piZ

}〉
est la fermeture normale des k

premiers facteurs du produit libre G.

• ∆k = ∗∞i=k+1 Z/piZ est le produit libre G excepté les k premiers facteurs.

Nous avons deux choses à dire sur ces sous-groupes :

Théorème 5.1. Soit φ un automorphisme de G. Alors φ(Γk) = Γk.

Théorème 5.2. Γk ∩∆k = {1}

Pour montrer 5.1, nous aurons besoin du théorème de Kurosh, dont une
preuve peut être trouvée dans [6] :

Théorème 5.3. Si H est sous-groupe d’un produit libre ∗i∈I Gi, alors H =
F ∗

(∗j∈J gjHjg
−1
j

)
, où F est un groupe libre, Hj un sous-groupe d’un des Gi,

et gj ∈ G.

Soit maintenant xi ∈ Z/piZ ; il nous suffit de montrer que φ(xi) ∈ Γk.
D’après le théorème de Kurosh, nous avons :

〈 φ(xi) 〉 = F ∗
(∗

j∈J
gj (Z/pjZ) g−1

j

)
Le membre de gauche est d’ordre fini, car φ(xi)

pi = φ (xpii ) = φ(1) = 1. Ceci
force F = 1 et |J | = 1, autrement le membre de droite contiendrait des éléments
d’ordre infini. L’égalité se réécrit alors :

〈 φ(xi) 〉 = gj (Z/pjZ) g−1
j pour un j ≤ k
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Donc φ(xi) est conjugué à un élément d’un Z/pjZ (j ≤ k), ce qui montre que
φ(xi) ∈ Γk.

Et pour montrer 5.2, soit la suite exacte suivante :

0→ Γk
f→ G

g→ ∆k → 0

Où f est l’inclusion et g est le morphisme envoyant le mot γ1δ1 . . . γnδn du
produit libre G = Γk ∗∆k sur l’élément δ1 . . . δn de ∆k. Cette suite est scindée
à droite par l’inclusion ∆k ↪→ G : le “splitting lemma” adapté aux groupes
non-abéliens nous dit alors que G est un produit semidirect de Γk et ∆k ; en
particulier nous avons Γk ∩∆k = {1}.

6 Feuilletages

Maintenant que nous savons suffisamment de choses sur la topologie de W , nous
nous consacrons à l’étude d’un feuilletage F , notre but étant de trouver des ob-
structions à la réalisabilité de W comme une de ses feuilles.

Soit donc M une variété compacte de dimension n munie d’un feuilletage
F de codimension q. En tout point x ∈ M , nous pouvons considérer le plan
TxF ⊆ TxM tangent au feuilletage en x : ceci nous fournit un sous-fibré vectoriel
TF du fibré tangent TM . Ce fibré TF est intégrable ; réciproquement, tout
sous-fibré intégrable de TM détermine un feuilletage de M : c’est le théorème
de Frobenius.

Fixons nous une métrique riemannienne quelconque sur M ; celle-ci permet
de définir un champ complémentaire au champ x 7→ TxF de la façon suivante :

T⊥x F := {v ∈ TxM | 〈u, v〉x = 0 ∀u ∈ TxF}

Nous obtenons de cette manière un sous-fibré vectoriel T⊥F de dimension q :
nous l’appelerons le fibré normal.

Fixons maintenant q = 1. Le fibré normal est alors de dimension 1 : c’est un
champ de droites, toujours intégrable. Celui-ci détermine donc un feuilletage N
transverse au feuilletage F , i.e. nous avons TxN = T⊥x F , et les feuilles de N
sont orthogonales (pour la métrique riemannienne que nous avons choisie) aux
feuilles de F . Nous ferons usage de ce feuilletage transverse N dans les sections
suivantes ; en fait c’est pour garantir son existence que la codimension de F est
fixée à 1. Nous ne savons pas si W est réalisable comme feuille d’un feuilletage
de codimension supérieure !

Le feuilletage F est orientable lorsque le fibré TF est orientable, i.e. lorsque
nous pouvons assigner de façon continue une orientation O(x) à chaque plan
TxF . Il est transversalement orientable lorsque le fibré T⊥F est orientable.

Nous pouvons supposer que F est transversalement orientable : en effet
dans le cas contraire nous n’avons qu’à utiliser le “truc” classique du double
revêtement orientable, que nous allons maintenant brièvement décrire.
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Soit M̃ =
{

(x,O) | x ∈M et O est une des deux orientations de T⊥x F
}

. Nous

pouvons définir sur M̃ une topologie et une structure différentiable faisant de
la projection π : (x,O) 7→ x un revêtement à deux feuilles de M par M̃ . Nous
relevons ensuite le feuilletage F dans M̃ afin d’obtenir un feuilletage π∗(F) ;
ce feuilletage est transversalement orientable. Maintenant, si F possède une
feuille L homéomorphe à W , alors le revêtement est trivial au-dessus de cette
feuille L puisque G = ∗∞i=1 Z/piZ ne possède pas de sous-groupe d’indice 2
(rappelons que pi est le (i + 1)-ème nombre premier — Z/2Z n’est pas un fac-
teur du produit libre !). Le feuilletage relevé π∗(F) possède donc lui aussi une
feuille homéomorphe à W .

7 Structure des ouverts saturés

Nous énonçons ici un résultat sur la structure des ouverts saturés (voir [9]).
Rappelons qu’à la section précédente nous avons muni M d’une métrique rie-
mannienne et d’un feuilletage transverse N .

Un ensemble X ⊂M est saturé par F s’il est union de feuilles de F . Soit U
un ouvert saturé, et soit Û son complété pour la métrique riemannienne héritée
de M . Nous obtenons ainsi une variété à bord que nous pouvons décomposer
en :

• Un “noyau” K : une variété compacte à bord et à coins.

• Un nombre fini de “bras” Bi : des variétés non-compactes homéomorphes
à Si × [0, 1].

De plus, cette décomposition est telle que :

• ∂K = ∂tg ∪ ∂tr avec ∂tg ⊆ ∂Û et ∂tr saturé par N , i.e. le bord de K est
constitué d’une partie du bord de Û et d’un bord transversal à F .

• Les homéomorphismes Si×[0, 1]→ Bi envoient {∗}×[0, 1] dans une feuille
de N .

Tout ceci est plus clair avec un dessin :
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8 Holonomie

Nous consacrons un peu de temps ici pour définir la notion d’holonomie. Notre
but est d’obtenir un invariant topologique encodant la structure du feuilletage
au voisinage d’une de ses feuilles. Plus de détails sont disponibles dans [7], [8].

Soient L une feuille de F et α : [0, 1]→ L un chemin tracé sur cette feuille.
Soient Σ0 et Σ1 des “petites” sections transverses en α(0) et α(1) respective-
ment. Nous supposons pour l’instant que le chemin α est suffisamment court
que pour être entièrement contenu dans une carte feuilletée.

Soit x un point de Σ0 : ce point appartient à une plaque de la carte feuilletée,
et, si x est suffisamment proche de α(0), cette plaque coupe Σ1 en un unique
point f(x). Intuitivement, le point x ∈ Σ0 est transporté “le long” d’une feuille
et “au-dessus” du chemin jusqu’à obtenir un point f(x) ∈ Σ1. Ceci détermine
une carte locale appelée l’holonomie de α relativement à Σ0 et Σ1 :

holΣ1,Σ0(α) := f : Σ0 → Σ1

L’adjectif “local” signifiant ici que f n’est définie que dans un voisinage de

7



α(0) ∈ Σ0 : en fait pour être plus exact l’holonomie n’est pas une fonction,
mais le germe d’une fonction — afin d’alléger le texte, nous ne ferons plus cette
distinction par la suite.

Que se passe-t-il si nous choisissons d’autres sections transverses ?
Pour le savoir, soit f ′ l’holonomie de α relativement à deux nouvelles sections
transverses Σ′0 et Σ′1. Soit hi : Σi → Σ′i (i = 0, 1) la “projection” le long des
feuilles de la section Σi sur la section Σ′i — plus précisément, hi est l’holonomie
du point α(i) vu comme un chemin constant. Maintenant, pour transporter
un point de Σ′0 sur un point de Σ′1, nous pouvons soit utiliser f ′, soit faire un
détour par Σ0, Σ1 et utiliser f :

f ′ = h1 ◦ f ◦ h−1
0

Si α est trop long que pour être entièrement contenu dans une carte feuilletée,
nous pouvons toujours subdiviser son domaine en des points 0 < t1 < · · · < tk < 1
de manière à ce que chaque morceau αi : [ti, ti+1]→ L soit assez court que pour
être contenu dans une carte feuilletée. Nous choisissons alors des sections trans-
verses Ti en chaque point α(ti) et les utilisons pour construire les holonomies
de chaque morceau de chemin :

fi := holTi+1,Ti (αi) pour 0 ≤ i ≤ k

Où il est entendu que T0 := Σ0 et Tk+1 := Σ1.
L’holonomie f de α, relativement à Σ0 et Σ1, est alors définie comme com-

posée des holonomies de αi :

holΣ1,Σ0(α) := f := fk ◦ fk−1 ◦ · · · ◦ f0

Est-ce bien défini ? Si nous essayons de construire une “autre” holonomie
f ′ de α, en utilisant cette fois d’autres sections transverses intermédiaires T ′i
(1 ≤ i ≤ k), nous avons de nouveau des “projections” hi : Ti → T ′i nous
permettant d’écrire :

f ′ = f ′k ◦ f ′k−1 ◦ · · · ◦ f ′0
= (fk ◦ h−1

k ) ◦ (hk ◦ fk−1 ◦ h−1
k−1) ◦ · · · ◦ (h1 ◦ f0)

= fk ◦ fk−1 ◦ · · · ◦ f0 = f

Donc l’holonomie de α ne dépend pas du choix des sections transverses in-
termédiaires.

Nous considérons maintenant l’holonomie sur les lacets basés en x ∈ L. Dans
ce cas, nous n’utilisons qu’une seule section N := Σ0 = Σ1 transverse en x et
nous notons holN (α) := holN,N (α).

En fait, l’holonomie ne dépend que de la classe d’homotopie, et transforme
une concaténation de lacets en une composition de fonctions. Nous obtenons
donc un morphisme du groupe fondamental de L en x dans le groupe des (germes
de) difféomorphismes de N fixant x :

holN : π1(L, x)→ Diffx(N)
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Cette dépendance de l’holonomie sur le choix d’une section N et d’un point
x est plutôt embêtante. Nous avons vu plus haut l’effet d’un changement de
section transverse sur l’holonomie d’un chemin ; dans le cas d’un lacet cet effet
s’écrit :

holN
′
(α) = h ◦ holN (α) ◦ h−1

Pour un difféomorphisme h : N → N ′. Or, une section transverse, si suff-
isamment petite, est toujours difféomorphe à Rq. Ceci nous permet de nous
débarrasser de cette dépendance sur le choix de N en définissant l’holonomie
hol(α) à une conjugaison près dans Diff0(Rq). Par la même occasion nous nous
débarrassons aussi de la dépendance sur le choix de x, puisque changer le point
de base correspond aussi à effectuer une conjugaison.

Nous pouvons finalement parler du morphisme d’holonomie :

hol : π1(L)→ Diff0(Rq)

Son image Hol(L) := hol (π1(L)) est le groupe d’holonomie de L. Celui est donc
défini à un automorphisme interne de Diff0(Rq) près !

Lorsque le groupe Hol(L) se réduit à l’élément neutre — ce dernier étant
tout seul dans sa classe de conjugaison, il n’y a pas d’ambigüıté — nous dis-
ons que la feuille L est sans holonomie, ou encore que son holonomie est triviale.

Revenons maintenant à notre variété W . Rappelons que nous avons fixé
q = 1, que F est transversalement orientable, et que le groupe fondamental de
W a été noté G. Nous supposons dès à présent que W ∈ F .

Théorème 8.1. W est sans holonomie.

Soit α ∈ G un lacet de W . Son holonomie f := hol(α) : R → R fixe 0 et
préserve l’orientation de R. Donc, soit f est une contraction (0 < f(x) ≤ x),
soit f est une dilatation (0 < x ≤ f(x)). Or α est de torsion (car G est engendré
par des éléments de torsion), donc f est aussi de torsion. Ceci force f(x) = x,
i.e. f est (un représentant du germe de) l’identité.

9 Voisinage de W dans F
Dans cette section, nous montrons que le feuilletage F est en un certain sens
trivial près de W .

Une feuille L ∈ F est propre si en tout point x ∈ L on peut trouver une
section transverse N telle que N ∩ L = {x}.

Théorème 9.1. W est une feuille propre.

Soit C un compact de W homéomorphe à l’un des “blocs” Wi (peu importe
lequel). Soit un plongement j : Wi× [−1, 1] ↪→M tel que j (Wi × {∗}) soit con-
tenu dans une feuille de F , avec j (Wi × {0}) = C ; l’existence de ce plongement
est garantie par le fait que F est sans holonomie (théorème 8.1).

Maintenant, la feuille W ne peut couper j (Wi × [−1, 1])\C qu’une seule fois,
autrement nous avons trouvé deux copies distinctes de Wi dans W ce qui con-
tredit le théorème 4.1. Donc j ({x} × [−1, 1]) est une transversale ne coupant
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W qu’en j(x, 0) ; i.e. W est une feuille propre.

La deuxième propriété que nous aimerions montrer concerne la “stabilité”
du feuilletage au voisinage de W . Soit encore une feuille L ∈ F . Si cette
feuille est compacte et que son groupe d’holonomie est fini, alors le théorème de
stabilité locale de Reeb, un résultat classique de théorie des feuilletages, nous dit
qu’il existe un voisinage saturé U de L, tel que chacune des feuilles constituant
U est compacte et possède un groupe d’holonomie fini lui aussi. En fait, nous
pouvons trouver une rétraction du voisinage U sur la feuille L faisant apparâıtre
chaque feuille de U comme un revêtement de L — en particulier, si L est sans
holonomie, chacune des feuilles de U sera homéomorphe à L.

Dans notre cas, la feuilleW n’est pas compacte, mais nous pouvons néanmoins
obtenir un résultat similaire au théorème de Reeb :

Théorème 9.2. W possède un voisinage saturé homéomorphe à I ×W , pour
I un intervalle ouvert de R, par un homéomorphisme φ envoyant {∗} ×W sur
une feuille de F et I × {∗} dans une feuille de N .

10 Espace des feuilles

Le feuilletage F définit une relation d’équivalence sur les points de M : deux
points sont équivalents s’ils appartiennent à une même feuille. L’ensemble des
classes d’équivalence de cette relation est noté M/F et muni de la topologie
quotient. Nous obtenons ainsi un espace des feuilles dont chaque point corre-
spond à une feuille de F . La géométrie de cet espace reflète la manière dont les
feuilles sont “empilées” dans le feuilletage.

Soit Ω l’union des feuilles de F homéomorphes à W . Si Ω n’est pas connexe,
nous prenons une de ses composantes connexes. Le théorème 9.2 dit que Ω est
localement homéomorphe au produit I ×W . Plus précisément, Ω est un espace
fibré de base Ω/F et de fibre W . Les feuilles de la restriction du feuilletage à
Ω sont les fibres de cet espace fibré. De plus, Ω est un ouvert saturé par F : la
discussion de la section 7 s’applique donc ici.

L’espace des feuilles Ω/F est une variété connexe de dimension 1 : il s’agit
donc soit de la droite R, soit du cercle S1. Dans cette section nous montrons
qu’il ne s’agit pas de R. Le cas de S1 est rélégué à la section suivante.

Théorème 10.1. Le complété Ω̂ n’est pas compact.

Supposons que Ω̂, en plus d’être compact, soit sans bord, i.e. est une variété
fermée. Les feuilles de Ω̂ sont propres, et non-compactes (elles sont toutes
homéomorphes à W ) : dans une variété fermée, ceci n’est possible qu’en provo-
quant de l’holonomie. Hors nous savons que F est sans holonomie, donc Ω̂, si
compact, doit avoir un bord. La suite de l’argument consiste alors à prendre
une feuille compacte L ∈ ∂Ω̂ et à montrer que son holonomie est infinie cyclique,
ce qui n’est pas compatible avec le théorème 4.1.

Théorème 10.2. Ω/F ne peut être R.

Ω̂ n’étant pas compact possède une branche B1 homéomorphe à S1 × [0, 1]
(cf section 7). Que l’espace des feuilles n’est pas R implique que des points
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distincts de {∗}× (0, 1) sont sur des feuilles distinctes de F . Il faut alors utiliser
un résultat de Hector [10] afin de montrer que le saturé de l’arc {∗} × [0, 1] est
homéomorphe à W × [0, 1]. En particulier, nous trouvons une feuille du bord de
Ω̂ homéomorphe à W , ce qui n’est pas possible puisque Ω est l’union de toutes
les feuilles de F homéomorphes à W .

11 Le cas où W fibre sur le cercle

Prenons un point x ∈ Ω ; ce point appartient à une feuille L de F (homéomorphe
à W ), ainsi qu’à une feuille N de N (de dimension 1 et orthogonale à F ). Si
nous faisons “circuler” le point x le long de N , nous finirons par retomber dans
la feuille L — en effet puisque l’espace des feuilles est un cercle, la feuille N
“spirale” en cercle dans la variété M . Ce point de premier retour dans la feuille
L est h(x) — nous venons de définir un homéomorphisme h : L→ L. La feuille
N coupe donc L successivement en x, h(x), h2(x), . . . Lorsque x n’est pas
dans le noyau K de Ω̂, la suite hn(x) envoie x de plus en plus “loin” dans un
des bras Bi de Ω̂.

Soit maintenant un lacet γ de L ne rencontrant pas le noyau K. Ce lacet γ
(ou plutôt, sa classe d’homotopie) appartient à Γk (cf section 5) pour un k suff-
isamment grand. L’homéomorphisme h définit un automorphisme de G (qu’on
notera lui aussi h) qui, d’après le théorème 5.1, conserve Γk. Nous avons donc
hn(γ) ∈ Γk. Cependant, les itérations successives de h envoient γ de plus en
plus “loin” dans un bras Bi, ce qui implique que pour un n suffisamment grand
le lacet hn(γ) appartient au sous-groupe ∆k. Or le théorème 5.2 nous dit que
Γk ∩∆k = {1} — donc hn(γ) est le lacet trivial, de même que γ.

Ceci signifie que toute l’homotopie de L (i.e. le groupe G) est “concentrée”
dans le noyau K de Ω. Or il est possible de montrer que la compacité de L∩K
force le groupe G à être finiment engendré — une contradiction.
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