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1 Introduction

Le but de cet article est de montrer comment utiliser les noeuds (et entrelacs)
pour construire des variétés de dimension 3 via une procédure appelée “chirurgie
de Dehn”. Il s’agit d’un cas particulier de chirurgie, une technique générale con-
sistant à découper une partie de la variété, et à remplacer cette partie par autre
chose, au moyen d’une identification le long des bords. Un exemple classique
et élémentaire de chirurgie est le rattachement d’une anse à une sphère afin
d’obtenir un tore.

La section 2 décrit en détail la chirurgie de Dehn. Comme il est assez dif-
ficile de s’imaginer une 3-variété, encore plus une chirurgie sur une 3-variété,
j’ai inclus un exemple “concret” et élémentaire de chirurgie de Dehn dans la
section 3. Ensuite, en section 4, je donne une esquisse de la preuve du théorème
de Lickorish-Wallace, qui dit essentiellement que les 3-variétés (fermée connexes
orientables) peuvent être classifiées au moyen de la chirurgie de Dehn. Fi-
nalement la section 5 est une discussion au sujet d’une possible représentation
diagrammatique des 3-variétés, permettant d’étendre à la théorie des 3-variétés
de nombreuses techniques de théorie des noeuds.

2 Chirurgie de Dehn

En quelques (mauvais) mots, une chirurgie de Dehn (sur la 3-sphère et le long
d’un noeud), c’est une application de la petite recette suivante :

Ingrédients : une 3-sphère S3, un noeud (ou entrelac) K, des entiers (q, r).
Préparation :

1. Placer le noeud K dans la 3-sphère S3.

2. Épaissir K en un tore solide noué K̂.

3. Retirer K̂ de S3.

4. Utiliser (q, r) pour tordre K̂ sur lui-même et le replacer dans S3.
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Le résultat est une nouvelle 3-variété (fermée, connexe, et orientable) M . Les
entiers (q, r) sont appelés paramètres de la chirurgie et doivent être choisis pre-
miers entre eux. Nous parlerons aussi du coefficient de chirurgie q/r (puisque
gcd(q, r) = 1, le coefficient détermine la paire de paramètres). Expliquons plus
précisément ce que nous cherchons à faire.

(1) La 3-sphère S3, ce n’est rien d’autre que l’espace R3 auquel on a ra-
jouté un point à l’infini (de la même manière que le cercle est la droite réelle
compactifiée). Notre noeud K peut donc être vu comme étant plongé dans S3

plutôt que dans R3.

(2) Par “épaissir”, nous voulons dire prendre un voisinage tubulaire :
K̂ est le voisinage ouvert de K consistant de tous les points x ∈ S3 tels
que d(x,K) < ε, pour un ε suffisamment petit que pour éviter toute auto-
intersection. Topologiquement, K̂ est donc un tore solide ouvert plongé dans
S3, et noué “de la même manière” que K.

Figure 1: Le voisinage tubulaire d’un noeud trivial (en rouge) est un tore solide
trivial (en noir).

(3) Retirons maintenant K̂ de S3, ou plutôt, posons X := cl(K̂) pour la fer-
meture de K̂ dans S3 et Y := S3 \K̂ pour la 3-sphère dans laquelle on a “creusé
un tunnel”. X et Y sont des sous-variétés compactes de S3, et leurs bords (dans
S3) cöıncident : ∂X = ∂Y . La 3-sphère de départ S3 peut donc être vue comme
X et Y “collées” ensemble le long de leurs bords. L’idée de la chirurgie de Dehn
est alors de recoller X et Y autrement, afin d’obtenir une nouvelle 3-variété M .

(4) Recoller X et Y ensemble consiste à choisir un homéomorphisme h :
∂X → ∂Y et à l’utiliser pour construire M := X ∪h Y . Plus précisément,
M est le quotient de l’union disjointe (X t Y ) par la relation x ∼ h(x) pour
tout x ∈ ∂X. Puisque ∂X = ∂Y est topologiquement un tore, h est un auto-
homéomorphisme d’un tore, et une manière possible de choisir un tel objet
est de choisir un noeud torique. Plus précisément, soit m un méridien sur le
tore ∂X et soit k un noeud (q, r)-torique sur le tore ∂Y . Nous prenons alors
l’homéomorphisme h échangeant m et k. Intuitivement, les paramètres (q, r)
précisent comment “tordre” K̂ (pour reprendre le vocabulaire de la recette).
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On a jusqu’ici supposé que K est un noeud, mais la recette dit qu’on peut
aussi prendre un entrelac comme ingrédient. Dans le cas où K est un entrelac,
la procédure est identique, sauf qu’on doit maintenant choisir des paramètres
(q, r) pour chacune des composantes de l’entrelac.

Remarquons qu’on peut varier la recette : par exemple on pourrait opérer
une chirurgie de Dehn sur autre chose que la 3-sphère. On pourrait également
choisir l’homéomorphisme h autrement qu’au moyen d’un noeud torique, on
pourrait même oublier complètement les noeuds et imaginer d’autres manières
de découper et recoller la 3-variété de départ.

Mais ces généralisations sont inutiles : toute 3-variété M fermée, connexe,
et orientable peut déjà être obtenue par la chirurgie de Dehn telle qu’elle vient
d’être décrite ici. Il s’agit du théorème de Lickorish-Wallace : nous en repar-
lerons à la section 4.

3 Un exemple : S1 × S2

J’aimerais ici prendre un peu de temps pour décrire en détail un exemple :
la chirurgie de Dehn de paramètres (0, 1) le long du noeud trivial. C’est un
des cas les plus simples qu’on puisse imaginer, mais le résultat est déjà non
trivial : comme le titre de la section le dévoile déjà, on obtient S1 × S2. Et
surtout, cet exemple reste suffisamment basique que pour pouvoir se faire une
idée géométrique de ce qu’il se passe, ce qui cesse très vite d’être possible avec
les 3-variétés !

Donc, K est un noeud trivial. Il est clair que X := cl(K̂) est alors un tore
solide trivial. Ce qui est par contre moins clair, c’est que Y := S3 \ K̂ est
également un tore solide trivial !

En fait, on a le résultat suivant :

Théorème. La 3-sphère peut être obtenue en collant ensemble deux tores
solides le long de leurs surfaces, de manière à ce qu’un méridien sur la surface
du premier tore solide devienne une longitude sur la surface du second tore
solide, et réciproquement.

=+ S³

Figure 2: La 3-sphère, c’est deux tores solides collés ensemble.
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Donc si m et l sont respectivement un méridien et une longitude sur la
surface ∂X du tore solide X, alors m et l sont respectivement une longitude
et un méridien sur la surface ∂Y du tore solide Y (rappelons que dans S3, les
surfaces des deux tores solides cöıncident : ∂X = ∂Y ). Un noeud (0, 1)-torique
k sur ∂Y , c’est une longitude de ∂Y , donc on peut prendre k := m (puisque m
est une longitude de ∂Y ).

Donc, M est la 3-variété obtenue en collant ensemble deux tores solides le
long de leurs surfaces, de manière à ce que méridien devienne méridien. Re-
marquons que si les paramètres (q, r) avaient été (1, 0) plutôt que (0, 1), on
retrouverait la 3-sphère de départ.

Qu’est-ce donc que deux tores solides collés méridien contre méridien ? Pour
le savoir, prenons les tores solides X = S1 × D2 et Y = D2 × S1. Pour tout
point p ∈ S1, nous avons les disques {p} × D2 et D2 × {p} : les frontières de
ces disques sont des méridiens de X et de Y respectivement. En les collant
ensemble, nous obtenons une sphère {p} × S2. En faisant varier p le long du
cercle S1, nous obtenons S1 × S2.

+

+ =

=

Figure 3: S1 × S2 obtenu à partir de deux tores solides.

4 Théorème de Lickorish-Wallace

Le but de cette section est d’établir le résultat suivant :

Théorème (Lickorish-Wallace). Toute 3-variété fermée connexe orientable
peut être obtenue par chirurgie de Dehn sur la 3-sphère.

Dans ce qui suit, M désignera une 3-variété (fermée, connexe, orientable).
Nous voulons donc montrer que M peut être obtenue à partir d’une 3-sphère en
enlevant, tordant, et replaçant successivement des tores solides. Ceci nécessite
d’introduire un certain nombre de concepts.
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4.1 Décomposition de Heegaard

Un corps à anses (“handlebody”) de genre g est une 3-boule (fermée) avec g
poignées attachées. Dit autrement, c’est un tore solide à g trous. Le bord d’un
corps à anses de genre g est donc un tore (non solide) à g trous. Par exemple,
un corps à anses peut être obtenu en prenant un voisinage tubulaire fermé d’un
graphe plongé dans R3 (ou autre 3-variété orientable).

Une décomposition de Heegaard d’une 3-variété (fermée, connexe, orientable)
M est une paire de corps à anses X et Y contenus dans M telle que M = X ∪Y
et X∩Y = ∂X = ∂Y . Remarquons qu’alors, puisque X et Y partagent le même
bord, ils ont même genre.

Un exemple de décomposition de Heegaard a été vu dans la section 3, où la
sphère S3 a été décomposée en une union de deux tores solides. En fait, une
décomposition de Heegaard est toujours possible :

Théorème. Toute 3-variété fermée connexe orientable admet une décomposition
de Heegaard.

Prenons une triangulation K de M , i.e. K est un complexe simplicial dont la
réalisation géométrique |K| est homéomorphe à M . Notons K1 le 1-squelette de
K, c’est à dire le sous-complexe de K consistant des simplexes de dimensions 0
et 1. Alors il suffit de prendre X := cl (N(K1)) et Y := M \N(K1) pour obtenir
une décomposition de Heegaard, avec N(K1) un voisinage tubulaire (ouvert) de
K1.

L’existence de la triangulation K n’est pas évidente, en fait c’est un théorème
de Moise (1952) que toute 3-variété admet une triangulation.

+

= S³
Figure 4: Une décomposition de Heegaard de la 3-sphère.
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4.2 Isotopies d’une surface

Soit F une surface fermée connexe orientable et notons Aut(F ) le groupe des
auto-homéomorphismes de cette surface. Le sous-groupe d’indice 2 consistant
des auto-homéomorphismes conservant l’orientation est noté Aut+(F ). Nous
aimerions pouvoir exprimer tout élément de Aut+(F ) comme une composition
d’homéomorphismes “élémentaires”. Cependant la notion d’homéomorphisme
est trop fine à cette fin : nous ne considérerons alors que les classes d’isotopies
d’homéomorphismes (conservant l’orientation), que nous rassemblons en un
groupe MCG(F ) (le “mapping class group” de F ).

Plus précisément, nous avons MCG(F ) := Aut(F )/Aut0(F ) avec Aut0(F )
le sous-groupe normal consistant des homéomorphismes isotopes à l’identité (si
Aut(F ) est muni de la topologie compacte-ouverte, Aut0(F ) est la composante
connexe par arcs de l’identité).

Soit maintenant γ : S1 → F une courbe fermée dans F et soit A un voisinage
tubulaire fermé de γ. Puisque F est orientable, A est topologiquement un
cylindre (si F n’était pas orientable, A aurait pu être un ruban de Möbius).
Nous pouvons donc voir A comme étant un plongement A : S1× [0, 1]→ F avec
A(s, 12 ) = γ(s). Une torsion de Dehn (“Dehn twist”) sur F autour de γ est tout
homéomorphisme isotope à l’homéomorphisme d : F → F qui est l’identité en
dehors de A, et qui sur A est donné par :

(d ◦A)
(
eiθ, t

)
= A

(
eiθ+2πt, t

)

Figure 5: Effet sur le chemin vert d’une torsion de Dehn autour de la courbe
rouge.

Les torsions de Dehn fournissent les homéomorphismes “élémentaires” dont
nous parlions au début de cette sous-section. Nous avons le

Théorème (Dehn twist theorem). Les (classes d’isotopies de) torsions de
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Dehn sur F engendrent MCG(F ).

Pourquoi s’intéresser aux isotopies d’une surface ? En fait, ce que nous
voulons faire, c’est coller ensemble des 3-variétés. Pour ce faire, nous avons
besoin d’un homéomorphisme entre les bords des 3-variétés, c’est à dire des
homéomorphismes de surface. Or, il est intuitivement clair que deux homéomorphismes
“proches” détermineront le même recollement : on peut “glisser” légèrement
les bords identifiés ensemble dans un recollement sans modifier la 3-variété
résultante. En fait, la notion plus grossière d’isotopie nous est suffisante, comme
l’affirme le

Théorème. Soient X et Y deux 3-variétés, dont les bords sont homéomorphes.
Soient g : ∂X → ∂Y et h : ∂X → ∂Y deux homéomorphismes isotopes (g ∼ h).
Alors X ∪g Y ∼= X ∪h Y .

4.3 Esquisse de preuve

Revenons maintenant à notre 3-variété M . Nous avons vu que M admet une
décomposition de Heegaard. Donc M est obtenue en collant ensemble deux
copies X ∼= Y d’un même corps à anses le long de leur bord F ∼= ∂X = ∂Y au
moyen d’un homéomorphisme inversant l’orientation h : F → F , ce que nous
écrivons :

M ∼= X ∪h Y

Choisissons un autre homéomorphisme inversant l’orientation d0 : F → F ,
mais qui cette fois recolle X et Y en une 3-sphère :

S3 ∼= X ∪d0 Y

Par exemple, si F est un tore à g trous, on pourrait prendre pour d0 l’homéomorphisme
identifiant les méridiens m1, . . . ,mg avec les longitudes `1, . . . , `g (comme dans
la figure 4).

Maintenant, (d−10 h) : F → F est un homéomorphisme préservant l’orientation,
que nous pouvons identifier avec sa classe d’isotopie, puisque c’est la seule chose
qui compte dans un recollage. Donc d−10 h ∈ MCG(F ), et le “Dehn twist theo-
rem” nous permet d’écrire (avec ∼ la relation d’isotopie) :

d−10 h ∼ d1d2 . . . dn

Pour des torsions de Dehn d1, d2, . . . , dn. Nous posons alors :

Mi := X ∪d0d1...di X

Donc M0
∼= S3 (par choix de d0) et Mn

∼= M (car d0d1 . . . dn ∼ h).
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Alors Mi est obtenu à partir de Mi−1 en enlevant, tordant, et replaçant un
tore solide (c’est donc ce que nous voulions montrer). Plus précisément, soit Ti
un voisinage tubulaire (dans M) fermé du voisinage tubulaire (dans F ) fermé de
γi la courbe déterminant la torsion de Dehn di. L’homéomorphisme di s’étend
en une “torsion” du tore solide Ti qui s’étend ensuite elle-même (via l’identité) à
toute la variété Mi−1. Les tores solides T1, . . . , Tn peuvent être choisis disjoints,
et leur union est le voisinage tubulaire d’un entrelac à n composantes plongé
dans M0

∼= S3, comme dans la section 2.
Remarquons que dans cette preuve, chaque tore solide Ti n’est “tordu” que

d’un seul tour complet : les paramètres de chirurgie (qi, ri) de chacune des
composantes de l’entrelac sont donc soit (1, 1) soit (−1, 1) (selon l’orientation
de la courbe γi). Nous avons donc une version un peu plus forte du théorème :

Théorème (Lickorish-Wallace). Toute 3-variété fermée connexe orientable
peut être obtenue par une chirurgie de Dehn sur la 3-sphère dont tous les coef-
ficient de chirurgie sont ±1.

5 Diagramme d’une 3-variété

5.1 Entrelacs encadrés

Revenons à notre “recette” de la section 2. Nous voyons que les seules choses
déterminant une chirurgie de Dehn, et donc une 3-variété, ce sont l’entrelac
K et les coefficients de chirurgie qi/ri (un coefficient pour chaque entrelac).
On peut supposer que le coefficient de chirurgie est un entier : dans ce cas il
désigne le nombre de fois qu’il faut “tordre” le tore solide correspondant. Une
3-variété est donc déterminée par un entrelac muni d’un entier pour chacune de
ses composantes. Un tel objet est appelé un entrelac encadré (“framed link”).
On peut le représenter par un diagramme dans lequel on écrit le coefficient
correspondant à chaque composante.

-3

Figure 6: Un noeud encadré. Ce diagramme peut aussi représenter la 3-variété
obtenue par chirurgie de Dehn de coefficient -3 le long du noeud de trèfle.

Le concept d’entrelac encadré peut être interprété d’une meilleure manière.
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Soit un noeud encadré (K,n), avec K un noeud et n un entier. Soit K ′ un
second noeud, parallèle à K et s’entortillant n fois autour de K. Pour être plus
précis, si K est vu comme une courbe K : S1 → R3, alors K ′ est la courbe
tracée par la pointe des vecteurs d’un champ de vecteurs normal à K. Le fait
que K ′ s’entortille n fois autour de K signifie que `k(K,K ′) = n. Le noeud
K ′ est un encadrement de K, et se situe sur le bord d’un tore solide fermé qui
est voisinage tubulaire de K. Un noeud encadré peut donc être vu comme un
couple (K,K ′), avec K ′ un encadrement de K.

Figure 7: K est le noeud noir (ici, c’est le noeud trivial). K ′ est le noeud
rouge, un encadrement de K. Le couple (K,K ′) est un noeud encadré. Ici,
`k(K,K ′) = −4, donc ce noeud encadré peut aussi être spécifié par le couple
(K,−4).

5.2 Encadrement plan

Soit D un diagramme d’un entrelac K. En munissant D d’un entier pour chaque
composante de K, nous obtenons un diagramme “indicé” représentant un en-
trelac encadré (ou la 3-variété obtenue par chirurgie de Dehn sur cet entrelac
encadré).

Si nous ne voulons pas nous encombrer d’un entier pour chaque composante
de l’entrelac, nous pouvons aussi décider que cet entier est l’entortillement
(“writhe”) w(C) de la composante correspondante C. L’encadrement correspon-
dant est alors celui obtenu à partir du diagramme en traçant K ′ “parallèlement”
à K, i.e. K ′ est tracé par la pointe des vecteurs d’un champ de vecteur sur K,
tel qu’en tout point de K qui n’est pas un croisement, le vecteur soit situé dans
le plan du diagramme.
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Figure 8: Encadrement déterminé par un diagramme du noeud de trèfle. K
est le noeud noir, son encadrement K ′ est le noeud rouge, et le coefficient est
`k(K,K ′) = −3.

Cet encadrement est appelé l’encadrement plan déterminé par le diagramme.
En anglais, on parle du “blackboard framing”. Nous remarquons que les mou-
vements de Reidemeister ne conservent pas l’entortillement, et donc deux dia-
gramme représentant les mêmes noeuds peuvent représenter des noeuds encadrés
(ou des 3-variétés) différents. Par exemple, le mouvement de Reidemeister I
incrémente ou décrémente l’entortillement (et donc le coefficient de chirurgie).

Figure 9: Un autre diagramme du noeud de trèfle. Dans ce cas-ci,
l’entortillement est nul. Donc l’encadrement plan détermine une chirurgie de
Dehn de coefficient 0 sur le noeud de trèfle.
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5.3 Mouvements de Kirby

La discussion des deux sous-sections précédentes nous fournit donc un moyen
de représenter une 3-variété par un diagramme d’entrelac. Seulement, il est
clair que deux entrelacs différents peuvent par chirurgie de Dehn déterminer
une même 3-variété. De plus, comme mentionné à la fin de la sous-section
précédente, l’entortillement est un invariant du diagramme (et non de l’entrelac),
et donc deux diagrammes représentant le même entrelac peuvent représenter des
3-variétés différentes. Les mouvements de Reidemeister ne sont donc pas très
utiles à l’étude des 3-variétés. Heureusement, il existe une collection de mou-
vements, appelés mouvements de Kirby, permettant de modifier un diagramme
sans modifier la 3-variété obtenue par chirurgie de Dehn. Ces mouvements sont
donnés dans la figure 10.

=

=

=

= (blank) =K1.

K2.

K3.

Figure 10: Les mouvements de Kirby. Le mouvement K1 permet d’enlever ou
rajouter un “8” au diagramme. Les mouvements K2 et K3 (trait plus épais)
concernent des “câbles”, i.e. des collections de brins parallèles. Pour être plus
précis, K2 et K3 représentent chacun une infinité dénombrable de mouvements
(puisqu’on a un mouvement K2 et K3 pour un 1-câble, un 2-câble, . . . , etc).

Remarquons qu’il existe en fait plusieurs collections différentes de mouve-
ments de Kirby. Celle donnée en figure 10 est une possibilité.

Nous avons alors un analogue du théorème de Reidemeister, mais cette fois
pour les diagrammes de 3-variétés :
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Théorème (Kirby). Deux diagrammes déterminent la même 3-variété ssi
l’un peut être obtenu à partir de l’autre suite à une séquence de mouvements
de Kirby.

L’intérêt de ce théorème est qu’il permet d’étudier les 3-variétés au moyen de
leur diagramme d’une manière similaire à ce qu’on fait en théorie des noeuds.
Plus précisément, un “objet” (nombre, groupe, complexe de châıne, . . . ) est
associé à un diagramme. Si cet “objet” est invariant sous les mouvements de
Kirby, cet objet sera un invariant de la 3-variété. Par exemple, le polynôme de
Jones peut être ainsi étendu aux 3-variétés.
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