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Un complexe simplicial est une famille de simplexes
emboîtés correctement les uns dans les autres.



  

Plongeabilité
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si on peut le dessiner dans ℝd.
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Un complexe simplicial est d-plongeable
si on peut le dessiner dans ℝd.
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Décidabilité

Un problème de décision est une question
dont la réponse est oui ou non.

● Exemples :
– Un nombre entier est-il premier ?

– Un graphe est-il planaire ?

● Formellement :
– Un problème de décision est un ensemble S  { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... }.⊆

– La question c'est « un nombre donné appartient-il à S ? ».

– Un problème est décidable s'il existe un algorithme pour le résoudre.
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Complexité

La complexité d'un problème de décision
est une mesure de sa difficulté.

● Exemple :

« Un graphe est-il planaire ? »  est décidable en un temps linéaire.

  ⇒ complexité en O(n)    complexité polynomiale.⇒

● Classes de complexité :
– P : décidables en temps polynomial.

– NP-difficile : probablement pas décidables en temps polynomial.

– Beaucoup d'autres classes : ETR, PSPACE,...



  

Sujet de mon mémoire

Décider de la plongeabilité
d'un complexe simplicial

« Un complexe simplicial est-il d-plongeable ? »

● Décidabilité ?
● Complexité ?
● Algorithmes ?
● Variantes de cette question ?



  

Théorème de Fáry
● Théorème de Fáry (1948) pour les graphes planaires.
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Théorème de Fáry
● Théorème de Fáry (1948) pour les graphes planaires.

● C'est encore vrai pour les complexes 2-plongeables.

● Mais ce n'est plus vrai pour la d-plongeabilité avec d  3 !≥

(contre-exemple : triangulation d'un ruban de Moëbius) 



  

Trois notions de plongeabilité

plongeabilité linéaire

plongeabilité partiellement linéaire

plongeabilité topologique



  

1 : Plongeabilité sur des points fixés

Un complexe simplicial est-il linéairement plongeable
sur des points de ℝd tous fixés à l'avance ?
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1 : Plongeabilité sur des points fixés

Un complexe simplicial est-il linéairement plongeable
sur des points de ℝd tous fixés à l'avance ?

K4

OUI

NON
● Cabello, 2006 : 

Le problème équivalent pour les graphes est NP-difficile.
● dans mon mémoire :

Le problème est NP-difficile pour tout d  2≥ .
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Un complexe simplicial est-il linéairement plongeable
sur des points de ℝd tous fixés à l'avance ?

● En dimension 2 c'est au moins aussi difficile qu'en dimension 1.
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Un complexe simplicial est-il linéairement plongeable
sur des points de ℝd tous fixés à l'avance ?

● En dimension 2 c'est au moins aussi difficile qu'en dimension 1.

● En dimension d c'est au moins aussi difficile qu'en dimension (d-1).

● En dimension 2 c'est NP-difficile (Cabello 2008).

● Donc, c'est NP-difficile pour toute dimension d  2≥ .

1 : Plongeabilité sur des points fixés



  

2 : Planarité des complexes
● Kuratowski, 1930 : 

un graphe est planaire ssi il ne contient pas les graphes suivants :



  

2 : Planarité des complexes
● Kuratowski, 1930 : 

un graphe est planaire ssi il ne contient pas les graphes suivants :

● Halin-Jung, 1964 : 

un complexe est planaire ssi il ne contient pas les complexes suivants :
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● cr(G) = # croisements d'un graphe
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3 : Nombre de croisements
● cr(G) = # croisements d'un graphe

● crd(K) = # croisements d'un complexe simplicial dans ℝd.

● Lemme des croisements : borne inférieure sur cr(G).

Conséquence de l'inégalité d'Euler (e  3n) pour les graphes planaires.≤

● Lemme des croisements pour les complexes simpliciaux ?



  

Questions ouvertes
● Pour la d-plongeabilité linéaire : quelle est sa complexité ?

On sait que c'est dans ETR et donc décidable. Est-ce que c'est ETR-complet ?



  

Questions ouvertes
● Pour la d-plongeabilité linéaire : quelle est sa complexité ?

On sait que c'est dans ETR et donc décidable. Est-ce que c'est ETR-complet ?

● Pour la d-plongeabilité PL : trous dans le tableau suivant ?
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

1 ✔ ✔

2 ✔ ? ✗

3 ? ✗ ✗ ✔

4 ✗ ND ✗ ✗ ✔

5 ND ND ✗ ✗ ? ✔

6 ND ND ✗ ✗ ✗ ? ✔

7 ND ND ✗ ✗ ✗ ? ? ✔

k d

complexité de la d-plongeabilité PL d'un complexe de dimension  k≤

 ✔ polynomial  ✗ NP-difficile ND indécidable


