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Introduction

Les complexes simpliciaux sont sans doute parmi les objets créant le plus de liens entre la topologie
et les mathématiques combinatoires. En un sens, ce sont des modéles discrets d'espaces topologiques,
et nous pouvons les utiliser pour étudier la topologie par des méthodes combinatoires. Cette approche
remonte d'ailleurs aux tout débuts de la topologie : en effet Poincaré en 1895 étudiait déja certains
invariants topologiques au moyen des complexes simpliciaux | ], bien qu’a I'époque on ne les appelait
pas encore ainsi. Dans un autre sens, les complexes simpliciaux peuvent étre vus comme généralisant a
des dimensions supérieures le concept de graphe. Cet autre point de vue nous incite alors a rechercher
des analogues multi-dimensionnels aux théorémes de théorie des graphes.

Ce sera le théme de ce mémoire : nous prendrons la notion familiére de planarité d'un graphe et
I'étendrons aux dimensions supérieures, obtenant ainsi une notion de plongeabilité d'un complexe sim-
plicial. En géométrie et topologie, grimper ainsi dans les dimensions provoque fréquemment |’apparition
de subtilités inattendues. La planarité n'y échappera pas : en effet nous serons contraints de nous séparer
du théoréme de Fary, qui affirme qu'un graphe planaire peut toujours étre dessiné avec des segments
de droites comme arétes. Notre plongeabilité se déclinera alors en des variantes linéaire, partiellement
linéaire, et topologique. La plongeabilité topologique étant trop générale que pour pouvoir étre étudiée
efficacement, nous I'ignorerons la majeure partie du temps.

Ces derniéres années ont été témoins d'un engouement grandissant pour les approches algorithmiques
a la topologie et la géométrie. Celles-ci sont motivées par des questions aussi bien théoriques que prove-
nant de domaines appliqués tels que I'analyse de données, I'infographie, ou la robotique | ]. Nous
nous engageons dans cette voie et choisissons d'étudier la plongeabilité des complexes simpliciaux du
point de vue algorithmique. En particulier, nous aimerions trouver des moyens de décider la plongeabilité,

ainsi que de déterminer la complexité de ces problémes de décision.

Dans ce mémoire, le premier chapitre se charge d’introduire les différents objets et résultats dont nous
aurons besoin par la suite. Nous nous efforcons de garder une approche combinatoire et pragmatique,
en formulant nos définitions et théorémes de facon a ce qu'ils soient facilement applicables dans les
chapitres suivants. Remarquons que la derniére section, consacrée a la définition des différentes notions

de plongeabilité centrales a ce mémoire, démontre deux théorémes élémentaires que l'auteur n'a pas



pu trouver déja explicités ailleurs dans la littérature. Il s'agit d'un critére caractérisant les plongements
linéaires [1.5.2], parfois pris comme définition par certains auteurs, ainsi que d'une généralisation aux
2-complexes du théoréme de Fary [1.5.5].

La plongeabilité linéaire est ensuite étudiée en détail dans le second chapitre. Nous commencons par
montrer que le probléme de décision correspondant appartient a la classe de complexité de la théorie
existentielle des réels [2.1.2], un résultat que d’'autres auteurs ont déja mentionné avant mais sans en
fournir de démonstration [ , page 6]. Nous posons la question de savoir si le probléme est complet
pour cette classe de complexité [2.1.3]. Le second sujet du chapitre est une variante du probléme de la
plongeabilité linéaire dans laquelle les sommets du complexes doivent &tre placés en des points spécifiés a
I'avance. Nous prouvons qu'il s'agit d'un probléme NP-complet [2.2.3], généralisant ainsi aux complexes
simpliciaux un théoréme récent de Cabello | ]

Aprés la plongeabilité linéaire, c’est bien siir au tour de la plongeabilité partiellement linéaire de faire
I'objet d’un chapitre. Mais la nature méme de cette plongeabilité nous force a I'étudier par des moyens
autres que combinatoires, notamment via des outils avancés de topologie algébrique dont les descriptions
sortiraient largement du cadre de ce mémoire. Nous nous contentons donc de résumer les connaissances
actuelles dans un tableau récapitulatif [3.1], sans donner de véritables preuves des différents sous-cas,
a l'exception de celui de la planarité des complexes que nous voyons en détail dans la section [3.2]. En
particulier, nous redémontrons [3.2.2] un peu connu « théoréme de Kuratowski » pour les complexes
planaires. A partir de ce théoréme, un algorithme testant la planarité d’'un complexe en temps polynomial
est expliqué en détail, en se basant sur 'esquisse présentée dans [ , annexe A].

Finalement, le dernier chapitre généralise aux dimensions supérieures le nombre de croisements d'un
graphe, dans le but d'obtenir une mesure de la non-plongeabilité d'un complexe simplicial. Aprés avoir
discuté de notre idée intuitive de croisement, des définitions que nous estimons raisonnables sont propo-
sées [4.2.3, 4.2.4]. Enfin, sur base d'une idée de Wagner [ , section 3], nous expliquons comment
la validité d'une conjecture populaire portant sur les complexes simpliciaux plongeables nous permettrait

de généraliser un résultat utile de théorie des graphes [4.3.3].



Chapitre 1

Outils

1.1 Complexes simpliciaux

Les complexes simpliciaux sont des modéles discrets d'espaces topologiques obtenus en collant en-
semble des objets élémentaires appelés simplexes. Les complexes simpliciaux étant les principaux objets
d'étude de ce mémoire, nous commencons par les définir. Les concepts plus mondains d'espaces to-
pologiques et de fonctions continues, ainsi que ceux relevant de |'algébre linéaire ou de la théorie des

graphes, ne seront pas explicités ici.

Pour une introduction plus détaillée (mais claire et concise) aux complexes simpliciaux, le premier
chapitre du livre de Matousek [ ]. qui utilise ces objets a des fins proches des nétres, est fortement
conseillé. Un survol plus exhaustif et moderne du sujet, utilisant notamment le langage de la théorie
des catégories, est disponible dans le livre | |. Enfin, pour une approche plus générale des méthodes

combinatoires en topologie, deux classiques sont les livres de Pontryagin | ] et Alexandrov [ ]

Complexes euclidiens.

Un k-simplexe X est |'enveloppe convexe conv(vg, vy, ..., vx) de (k+ 1) points en position générale
(c'est a dire affinement indépendants) dans un certain espace euclidien R™; ces (k + 1) points sont
les sommets du simplexe et le nombre k est la dimension du simplexe. L'ensemble des sommets d'un
simplexe X est noté vert(X) et sa dimension dim(X) := |vert(X)| — 1. Une face d'un simplexe X est
un simplexe engendré par un sous-ensemble de vert(X).

Donc, un O-simplexe est un point, un 1-simplexe est un segment, un 2-simplexe est un triangle plein,
et ainsi de suite. Le simplexe de dimension —1 est, par convention, I'ensemble vide : c’est donc une face

de tout autre simplexe.



Définition 1.1.1. Un complexe simplicial euclidien est une famille finie K de simplexes dans un espace

euclidien R™ satisfaisant les axiomes suivants :
e Toute face d'un simplexe de K est également dans K.

e Deux simplexes de K s'intersectent en une face commune.

La dimension d'un complexe simplicial euclidien K est la dimension maximale de ses simplexes et est
encore notée dim(K). Une sous-famille K’ C K satisfaisant la premiére condition de la définition [1.1.1]
est un sous-complexe de K ; cette famille forme évidemment un complexe elle aussi. ! Le k-squelette de
K est le sous-complexe obtenu en prenant tous les simplexes de K de dimension au plus k. Un complexe
simplicial K est dit connexe lorsque son 1-squelette est un graphe connexe. L'union des simplexes d'un
complexe simplicial euclidien K, munie de la topologie héritée de |'espace euclidien R™, est un espace
topologique | K| appelé le polyédre du complexe K, et deux complexes sont homéomorphes lorsque leurs
polyédres sont homéomorphes. Un simplexe contenu dans K est aussi appelé une face de K. L'ensemble

de tous les sommets de toutes les faces de K est noté vert(K).

>‘

FIGURE 1.1 — Un complexe simplicial euclidien. Celui-ci est connexe et de dimension 3 (le tétraédre a

gauche est « plein »).

</

FIGURE 1.2 — Un non-exemple : cette famille de simplexes n'est pas un complexe, car les simplexes ne

s'emboitent pas tous correctement.

Remarque. Nos complexes simpliciaux sont finis. Ceci implique en particulier que le polyédre d'un com-

plexe simplicial est toujours un espace compact. Bien que nous ne considérerons pas de tels objets

1. Par souci de briéveté, les adjectifs simplicial et euclidien seront souvent omis.



dans ce travail, notons que des complexes simpliciaux infinis pourraient également étre définis (une
condition supplémentaire de finité locale est alors souvent demandée dans le but d'écarter certains cas

pathologiques).

Un complexe L est une subdivision d'un complexe simplicial euclidien K lorsque |K| = |L| et que
chaque simplexe de L est contenu dans un simplexe de K. Un exemple important de subdivision de K
est la subdivision barycentrique construite sur les barycentres by des simplexes X de K. Nous donnons
une définition formelle de cette subdivision, mais invitons le lecteur a plutét jeter un oeil sur la figure
[1.3], qui devrait étre plus parlante. Rappelons que le barycentre d'un simplexe X = conv(vy,...,vx)

est le point bx = %H(UO ).

Définition 1.1.2. La subdivision barycentrique d'un complexe simplicial euclidien K est le complexe
simplicial euclidien K’ dont les faces sont les simplexes conv(bx,,...,bx,) pour toute suite strictement
croissante Xo € -+ C X}, de faces de K.

FIGURE 1.3 — Un complexe simplicial et ses deux premiéres subdivisions barycentriques.

Le point de vue qui vient d'étre présenté est celui le plus couramment rencontré : un complexe
simplicial n'est rien d'autre qu'une famille de simplexes emboités correctement les uns dans les autres.
Nous prenons maintenant un peu de temps pour présenter un autre point de vue, plus utile pour une

approche algorithmique des complexes.

Complexes abstraits.

La seule chose qui importe vraiment dans un complexe simplicial, c'est la structure d'incidence
déterminée par ses faces. Cette observation motive une définition purement combinatoire d'un complexe

simplicial, indépendante d'un espace euclidien ambiant, et facilement représentable dans un ordinateur.

Définition 1.1.3. Un complexe simplicial abstrait est un couple (V, K) o V est un ensemble fini et
K une famille (finie) non-vide de sous-ensembles de V' satisfaisant X CY € K = X € K, c'est a dire

que la famille est fermée pour |'opération « prendre un sous-ensemble ».



Remarque. Puisque la famille K est non-vide d’aprés cette définition, elle contient toujours I'ensemble

vide. En particulier, le complexe simplicial abstrait vide est (V, K) = (0, {0}).

Le plus souvent, nous écrirons simplement K pour un complexe simplicial abstrait, I'ensemble des
sommets V' pouvant étre retrouvé en prenant I'union des éléments de K (nous utiliserons aussi la notation
vert(K) = V). Les ensembles membres d'un complexe simplicial abstrait K seront eux aussi appelés
simplexes ou faces du complexe, et la dimension d'un simplexe est maintenant son nombre d'éléments
moins un. Tout le reste du vocabulaire introduit suite a la définition [1.1.1] peut immédiatement étre

étendu aux complexes abstraits.

Profitons maintenant de cette définition plus simple que pour préciser quand est-ce que nous consi-
dérerons que deux complexes sont les mémes : des complexes simpliciaux abstraits K et L sont iso-
morphes s'il existe une bijection ¢ : vert(K) — vert(L) entre leurs ensembles de sommets telle que
X € K & p(X) € L, c'est a dire que  induit une bijection entre les simplexes de K et de L. Deux

complexes isomorphes sont homéomorphes mais la réciproque n'est pas vraie!

K={
{},
{1},4{2},{3},{4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9},
{1.,2},41,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4},43,6},
{4,5},15,6},{5,7},{6,7},{6,8},{7,8},1{8,9},
{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},42,3,4},{5,6,7},{6,7,8},
{1,2,3,4}

FIGURE 1.4 — Le complexe simplicial euclidien de la figure [1.1] vu comme un complexe simplicial
abstrait, c'est a dire comme une famille K de sous-ensembles d'un ensemble fini V.

Il nous reste maintenant a convaincre le lecteur que ces deux types de complexes simpliciaux, les
abstraits et les euclidiens, sont bien deux maniéres équivalentes de voir un méme objet géométrico-

combinatoire.

Si un complexe simplicial euclidien I nous est donné, nous pouvons I'encoder en un complexe

simplicial abstrait K en remplacant chaque simplexe par |'ensemble de ses sommets.
(euclidiens) — (abstraits) : K+ K = {vert(X) | X € K}

Réciproquement, si nous avons un complexe simplicial abstrait K nous pouvons le réaliser géométri-
quement en identifiant les éléments vy, ...,v, de V = vert(K) avec les vecteurs de la base canonique
de I'espace euclidien R™, et en remplacant alors chaque simplexe de K par |'enveloppe convexe de ses
éléments.

(abstraits) — (euclidiens) : K +—— K :={conv(X)| X € K}



Cette derniére identification, associant a un complexe simplicial abstrait K un complexe simplicial eucli-

dien dans I'espace RIV!

, est appelée la réalisation standard de K. Quand nous parlerons du polyedre | K|
d'un complexe simplicial abstrait K, c'est en fait le polyédre de la réalisation standard de ce complexe

que nous aurons en téte.

Nous cesserons dés a présent de distinguer complexes simpliciaux abstraits et euclidiens, et adopterons
pour chaque cas le point de vue se prétant le plus a la situation. Ceci est a8 comparer au cas des graphes :
nous avons la définition discréte habituelle d'un graphe (simple) G comme étant un couple (V, E) avec V/
un ensemble quelconque (les sommets) et E une famille de paires non-ordonnées (les arétes) d’'élements
de V, mais nous avons aussi la définition topologique d'un graphe, dans laquelle les arétes sont des

copies homéomorphiques de I'intervalle [0, 1] collées en leurs extrémités.

Nous prenons tout de méme la peine de redéfinir la subdivision barycentrique [1.1.2] dans le langage

des complexes simpliciaux abstraits.

Définition 1.1.4. La subdivision barycentrique d'un complexe simplicial abstrait K est le complexe
simplicial abstrait K’ dont les sommets sont les simplexes de K et dont les simplexes sont les ensembles

de simplexes non-vides de K totalement ordonnés pour I'inclusion.

0-faces : {1} {2} {3} {4}
1-faces : {1,2} {1,3} {2,3} {2,4} {3,4}

2-faces : {1,2,3}

0-faces : {1} {2} {3} {4} {12} {13} {23} {24} {34} {123}

1-faces : {1,12} {1,13} {1,123} {2,12} {2,23} {2,24} {2,123} {3,13}
{3,23} {3,34} {3,123} {4,24} {4,34} {12,123} {13,123} {23,123}

2-faces : {1,12,123} {1,13,123} {2,12,123} {2,23,123} {3,13,123} {3,23,123}

FI1GURE 1.5 — Un complexe simplicial et sa premiére subdivision barycentrique, du point de vue abstrait.

L'avantage de la définition [1.1.4] est qu'elle se préte facilement & une implémentation calculant la

subdivision barycentrique d'un complexe donné.



Triangulations.

Nous précisons maintenant la motivation derriére ce concept de complexe simplicial. Une triangulation
d'un espace topologique X est un complexe simplicial K muni d'un homéomorphisme h : |K| — X entre
son polyédre et |'espace topologique donné. C'est dans ce sens que les complexes simpliciaux peuvent

servir de modéles discrets des espaces topologiques.

Exemple. Si nous voulons étudier la topologie du cercle S par des moyens algorithmiques, la définition
habituelle du cercle comme un ensemble infini de points dans R? n'est pas trés pratique. Mais nous

pouvons remplacer I'objet continu S par le complexe simplicial suivant.

K= {0,{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{3,1}}

Il est clair que (le polyedre de) K est topologiquement un cercle (en fait c'est un triangle, c'est a dire un
cercle du point de vue topologique). Donc si c'est la topologie qui nous intéresse, K peut étre substitué
a S'. L'intérét est que K est un objet discret, facilement encodable dans un ordinateur, et pour lequel

des algorithmes pourront plus aisément étre développés.

Cette idée, étudier un espace topologique par le biais d'un complexe simplicial homéomorphe, date des
débuts de la topologie | ]. En fait, Poincarg, dans son article fondateur « Analysis Situs » [ 1.
utilisait déja les complexes simpliciaux pour étudier certains invariants topologiques. Mais |'approche
simpliciale de |a topologie a ses limites : en effet, il existe des espaces non-triangulables, c’est a dire qui
ne peuvent &tre substitués par des complexes simpliciaux, et ces espaces ne sont pas forcément des cas

pathologiques artificiels.

Prenons par exemple les variétés topologiques, c'est a dire les espaces localement homéomorphes a
un espace euclidien. Il est connu que jusqu’a la dimension 3, toute variété compacte peut étre remplacée
par un complexe simplicial [ ]. Par contre, en dimension 4 il existe des variétés compactes non
triangulables [ | et d'aprés des résultats récents | ] ce serait aussi le cas pour les dimensions

supérieures.

De plus, nous n'avons jusqu'ici pas discuté de comment trianguler un espace topologique. La
construction d'un complexe simplicial homéomorphe a un espace topologique donné sous une autre
forme, ou satisfaisant certaines propriétés, est un autre probléme ayant ses propres difficultés et pouvant

lui aussi &tre abordé d'un point de vue algorithmique.

Remarque. |l existe d"autres modéles discrets des espaces topologiques (complexes polyédraux, ensembles
simpliciaux, CW-complexes, ...) dont certains pourraient modéliser des classes plus grandes d’espaces

tout en conservant une nature combinatoire. Nous n’en parlerons pas dans ce mémoire.



1.2 Homologie

L’homologie d'un complexe simplicial K est un invariant topologique, c'est a dire qui ne dépend
que de la topologie du polyedre |K

, se présentant sous la forme d’une suite de groupe d’homologies.
Intuitivement, le p-éme groupe d’homologie H,(K) compte le nombre de trous de dimension p dans le

complexe K. Nous décrirons ici une version élémentaire de I'homologie, qui peut se définir au moyen des

sous-ensembles de K. Une référence standard pour cette matiére est le livre | ]. Un traitement plus
détaillé de I'homologie simpliciale est disponible dans [ ]. L’homologie sera utilisée dans la section
[3.2].

Homologie simpliciale sur Z,

Soit K un complexe simplicial et notons A, I'ensemble de ses p-simplexes. Pour nous, une p-chaine
de K sera simplement un sous-ensemble ¢ C A,. L'ensemble des p-chaines est noté C), := {c C A,}

et muni de la difféerence symétrique que nous notons additivement.
o1+ 09 = (0'1 UO’Q)\(O’l ﬂO’Q) VO‘l,O'QECp

Cette addition fait de C),, un espace vectoriel sur Zy (avec 0 -0 := 0 et 1 -0 = o). Un p-simplexe
X € A, est identifié avec la p-chaine {X} € C}, de maniére a pouvoir exprimer une p-chaine comme
somme de ses éléments.
c={X|Xeo}=> X
Xeo

Cette identification entre un simplexe et le singleton le contenant introduit une ambiguité : le symbole
() désigne aussi bien la (—1)-chaine {#} € C_; (rappelons que I'ensemble vide est un (—1)-simplexe)
que la p-chaine triviale () € C,,. Afin d'éviter la confusion entre les deux, nous réserverons le symbole ()
pour désigner la (—1)-chaine {@} tandis que la p-chaine triviale sera notée 0, puisqu'il s'agit du zéro de
I'espace vectoriel C),. Par exemple, nous avons toujours C_; = {0, 0} = Zs.

) : . A
Remarquons que |'ensemble A, est une base de I'espace vectoriel C), et que donc C), = le ol En

particulier, C}, # 0 si et seulement si —1 < p < dim K.

L'application bord 0, : Cp, — Cp,_1 est définie sur les éléments de la base A, de la maniére suivante.
Op(X) ={YCX |dmY=p—-1} VX eA,

C'est a dire que le bord 9,(X) d'un p-simplexe X est I'ensemble de ses (p — 1)-faces. La définition de

10



0Op est ensuite étendue par linéarité a tout élément de C),.

Op(0) = > 9(X) Voeq,

Xe€o

Une p-chaine o € C), est un p-bord s'il existe un o € Cpy1 tel que Gpy1(a) = o et un p-cycle si
Op(0) = 0. L'ensemble des p-bords est B, := 9,+1(Cp+1) et I'ensemble des p-cycles est Z;, := ker d, ;

ce sont tous deux des sous-espaces vectoriels de C).

La propriété cruciale qui va nous permettre de parler d"homologie est que les bords sont des cycles,

c'est a dire que 9,,_1 0 9, = 0. En effet, pour tout p-simplexe X = {xz¢,...,zp} :

(@p109,)(X) = 8 ({(YCX [dmY =p—1}) = dpr | 3 X\ {21}

0<i<p

S AV C X\ {a;} | dimY =p—2}

> 0 (X \ {2i})

0<i<p 0<i<p
= > D X\ {wag} =20 Y X\ {mi,a)
0<i<p \ 0<j<p 0<i<j<p
J#i
=0 (parce que 2 = Odans Zs).

Ceci étant vrai pour tout p-simplexe il en suit que d,_1 o 9, est nul partout sur C,. Nous avons un

diagramme :

. ﬁ) C(] 8—0) Cfl 3;) (avecd:dimK).

Od—1

0, 0,
02 0 2oy, 2
Dans lequel I'image d'une fléche est contenue dans le noyau de la fléeche suivante. Le plus souvent nous
oublierons I'indice p et noterons simplement 0 pour I'application bord.

Finalement, puisque B, C Z, nous pouvons quotienter Z, par B, pour obtenir le p-éme groupe

d’homologie de K (en fait un espace vectoriel, et donc un groupe additif).
Hy = 2,/By, = {0+B, |0 €2}

Un élément [o] == (04 B,) € H,, est appelé une p-classe d’homologie. Donc une classe d’homologie [0]
est représentée par un cycle o, c'est a dire par une chaine satisfaisant do = 0, et nous avons [o] = [0”]
si et seulement si (o — o”) est un bord, c'est a dire qu'il existe une chaine « telle que (o + ') = da (le

signe — est devenu un + car nous travaillons sur Zs).

Nous rangeons tous ces concepts dans une définition.

11



Définition 1.2.1. Soit K un complexe simplicial. Pour tout entier p on définit les objets suivants.

A, ={XeK|dmX=p} = {psimplexes}

C, = {cCA,} = {p-chaines}

Z, = ker0, = {p-cycles}

By = 0pr1(Cpy1) = {p-bords}

H, = 7Z,/B, = {p-classes d’homologie }

Ou I'application bord 9, : C, — C),—1 est définie comme suit.

Op(0) = > 9p(X) VoeC,

Xeo
0p(X) ={YCX |dmY=p—-1} VXeA,

Remarque. La différence symétrique d'une famille finie d’ensembles consiste en les éléments appartenant
a un nombre impair de ces ensembles. En appliquant cette observation a la définition de I'application
bord, nous voyons que si o est une p-chaine, alors do est I'ensemble des (p — 1)-simplexes contenus dans
un nombre impair de p-simplexes de o. En particulier, o est un p-cycle si et seulement si tout (p — 1)-
simplexe est contenu dans un nombre pair de p-simplexes de o. Cette interprétation de |'application bord

est souvent utile.

Un exemple détaillé

Nous allons calculer I'homologie du complexe simplicial K de la figure [1.6] et au passage prouver
quelques théorémes utiles. Nous prenons quelques libertés avec les notations, par exemple 123 désigne
le 2-simplexe {1,2,3} € K.

Ay = {0}

Ao = {1,2,3,4,5,6}

Ay = {12,23,31,24, 35,45, 56,64 }
Ay = {123}

FI1GURE 1.6 — Le complexe simplicial K.
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(—1)-chaines. Bien que ce soit trivial, il faut faire attention. Il n'y a que deux (—1)-chaines : la chaine
vide qu'on note 0 et le singleton contenant le (—1)-simplexe vide qu'on note ). On a 9(0)) = 0 : la
chaine () est un cycle. Si z est un sommet quelconque de K, alors d(z) = () : la chaine () est un bord.

Donc H_; est trivial.

Z_1 = B_; = {0,0} = Zy
H | ~

I
o

Remarque. En prenant un sommet quelconque, nous avons utilisé le fait que K est non vide. Si K avait
été le complexe vide, c'est a dire si K = {0} (voir la remarque aprés la définition [1.1.3]), alors c'est

H_1(K) = Zs que nous aurions obtenu !

0-chaines. Soit o une O-chaine, c'est a dire que o est un ensemble de sommets, et calculons son bord.

0o = Z@(w) = Z@ = |o|-0

TEo rEo

Donc do = 0 si et seulement si o contient un nombre pair de sommets. Alors Z, est engendré par
les paires de sommets, et on voit facilement que les paires {1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,6} forment
une base de Zj. Cherchons lesquelles de ces paires sont des bords. La paire {1,2} est un bord car
0(12) = {1, 2}, et nous pouvons faire de méme pour toutes les autres paires, a I'exception de {3,4} car
34 n'est pas une aréte de K. Toutefois on a 9({ 35, 54 }) = {3,4} et donc {3,4} est tout de méme un

bord. Puisque tous les éléements de la base de Z; sont des bords, on a Zy = By.

Zy = By = Spanlz({172}7 {2,3}, {3,4}, {4,5}, {5,6}) = Zg
Hy =20

En fait si Hy est trivial c'est parce que le complexe K est connexe. En effet c'est la connexité qui
nous a permis de prouver que les éléments de la base de Z; étaient des bords : par exemple pour montrer
que {3,4} est un bord nous avons pris un chemin d'arétes {35,54} reliant le sommet 3 au sommet 4.

Cette observation peut se généraliser.

Théoréme 1.2.2. Pour tout complexe simplicial K :
Ho(K) =~ 751,

ou k est le nombre de composantes connexes de K.
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Démonstration. La preuve consiste a déterminer la dimension de Hy au moyen de plusieurs applications

du théoréme du rang.
Si¢:V — V' est linéaire alors dimV = dimkerp + dim (V). (théoréme du rang)

En appliquant ce théoréme a la projection canonique Zy — Zy/ By on trouve dim Hy = dim Zy—dim By.
En I'appliquant a 9y : Cy — C_1 on trouve dim Zy = dim Cy — 1, puisque C'_; est engendré par le
simplexe vide et est donc de dimension 1. Cherchons la dimension de By.

On commence par choisir un sommet z; dans chacune des & composantes connexes de K. On définit

ensuite une fonction 7 envoyant chaque sommet sur le représentant de sa composante connexe.
m(x) = z tel que x et z; sont dans la méme composante connexe

Il est clair que cette fonction est bien définie. Nous I'étendons par linéarité aux 0-chaines et obtenons
ainsi une application linéaire 7 : Cy — Cj. Nous allons maintenant montrer que ker m = By.

Si zy est une aréte de K, alors n(0(zy)) = 7n(z + y) = w(x) + n(y). Mais puisque z et y
appartiennent & une méme aréte, ils sont dans la méme composante connexe, et donc 7(z) = 7(y)
ce qui implique 0(zy) € kerm. Or I'espace By est engendré par les bords des arétes de K, et donc
By C ker .

Réciproquement, soit o € kerm et notons 0; == {x € o | ©(z) = z } le sous-ensemble de o

contenant les sommets se trouvant dans la i-éme composante connexe. On a :
0 =mn(o) = w(o1)+--+mlog) = |o1]- 21+ +|ok] - 2k »

et donc chaque o; contient un nombre pair de points. Prenons une paire de points distincts {z,y} C o;.
Puisque = et y sont dans la méme composante connexe, il existe un chemin d'arétes ~ reliant = 3 y et
on vérifie facilement que 9y = {x,y}, c'est a dire {z,y} € By. Comme |o;| est pair, on peut écrire
o; comme une somme de paires disjointes et écrire chacune de ces paires comme le bord d'un chemin
d'arétes. En faisant ainsi pour chaque o;, nous exprimons o comme une somme d’éléments de By. Vu
que o € ker 7 était arbitraire, ker m C By.

Donc kerp = Bgy. En appliquant le théoréme du rang a © : Cy — Cy nous pouvons voir que
dim By = dim Cy — dim 7(Cjp). On montre ensuite facilement que 7(Cp) = spang, (21, ..., 2x ) et que

donc dim w(Cy) = k. Nous pouvons finalement calculer la dimension de Hy.
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1-chaines. Rappelons qu'un cycle dans un graphe est un chemin fermé. Les cycles du 1-squelette de

K sont des 1-cycles homologiques, par exemple :
0({23,35,54,42}) = {2,3} +{3,5} +{4,5} +{2,4} = 0
Ce n'est pas un hasard, comme le montre le théoréme suivant.
Théoréme 1.2.3. Pour tout complexe simplicial K :
Z1(K) = spang, {cyclesde G},

ou G est le graphe du 1-squelette de K et ses cycles sont les chemins fermés.

Démonstration. Soit o € Z; un cycle (homologique) et montrons que nous pouvons I'exprimer comme
une somme de cycles de G. Si o est vide il n'y a rien faire. Supposons donc que o # 0 et prenons une
aréte z122 € o (on a x1 # x3). Puisque do = 0, tout sommet de K est contenu dans un nombre pair
d'arétes de 0. Donc il existe une aréte xox3 € 0 avec 3 ¢ x1x5. De méme, il existe une aréte z3x4 € 0
avec 24 ¢ xoxs. En continuant ainsi nous trouvons une suite infinie de sommets x1, z2, x3, 24, ... telle
que 1 # X9 et T2 ¢ ;2,41 € o pour tout entier ¢ > 1. Or nous ne disposons que d'un nombre fini
de sommets, et donc z,, = x,, pour des entiers n —3 > m > 1. Posons oy := {z;z;41 | m < i < n}
et o1 = o \ a;. Par construction a; est un cycle de G et on vérifie facilement que c'est aussi un
cycle homologique. De plus oy C o, donc on a 07 = 0 + @1 ce qui montre que o est encore un cycle
homologique. Au final nous avons exprimé o comme la somme o = a1 + o1 d’un cycle oy de G et d'un
cycle homologique oy strictement contenu dans o. Si o; est vide nous avons fini, autrement le méme
procédé est appliqué inductivement pour obtenir o = ay + 07 = a1 + as + 02 = ... jusqu'a ce que

on, = 0 et que o soit exprimé comme somme de cycles de G. O

En inspectant la figure [1.6] nous pouvons trouver une base de Z;. Pour ce qui est de By, il suffit

de calculer 9(C5) ce qui est facile puisque C5 ne contient qu’'un seul élément non nul.

Zy = spang, ({12,23,31}, {23,35,54,42}, {45,56,65}) = Z3
By = spang, ({12,23,31}) = Z,
H; = spany, ([23,35,54,42], [45,56,65]) = Z3

2-chaines. La seule 2-chaine non nulle est {123}, mais ce n'est pas un 2-cycle puisque 9(123) =
{12,23,31} # 0. Donc Zs est trivial et il en suit que By et Hj le sont également.

Zy = By =2 Hy =0
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L’homologie en topologie

Les groupes d’homologie sont des invariants topologiques. En fait il est méme possible de montrer

que I'homologie ne dépend que de la classe d’homotopie (mais cette notion ne sera pas définie ici).
Théoréme 1.2.4. H,(K) ne dépend que de la topologie du polyédre |K|.

Dans cette section, nous avons défini |'homologie simpliciale 4 coefficients dans le corps Z, ce qui
est habituellement noté H,, (K, Zs). Lorsqu'un simplexe est présent dans une chaine, c’est que nous lui
avons assigné un coefficient de 1, autrement nous lui avons assigné un coefficient de 0. Il est possible de
développer I'homologie avec des coefficients dans un corps autre que Zs, voire avec des coefficients dans
un anneau, dans quel cas les groupes d'homologie sont des modules plutét que des espaces vectoriels).
En fait I'homologie la plus souvent rencontrée utilise des coefficients entiers; elle se note H,(K,Z) et
s'appelle I'homologie entiére. Parallélement a tout ¢a, une théorie duale nommée cohomologie peut étre
développée.

L’homologie n'est pas forcément simpliciale : la notion peut &tre étendue & des espaces topologiques
plus généraux. La généralisation de I'homologie simpliciale s’appelle homologie singuliére, mais de nom-
breuses autre théories (co)homologiques existent, et peuvent concerner d’autres objets que les espaces

topologiques.
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1.3 Classes de complexité

Nous aimerions étudier la complexité algorithmique de certains problémes de décision concernant les
complexes simpliciaux. Cette section a pour but d’expliquer, pas toujours le plus formellement possible,
ce que nous entendons par cette terminologie. Le lecteur désirant une introduction détaillée a la théorie

de la complexité algorithmique est redirigé vers |'abondante littérature a ce sujet, par exemple le livre

[AB09].

Algorithmes et problémes de décision.

Nous utiliserons la « définition » intuitive suivante : un algorithme est une méthode, décrite par une
suite finie d'instructions a suivre mécaniquement, prenant en entrée une chaine de bits et retournant en
sortie une autre chaine de bits, c'est a dire calculant une fonction f : {0,1}* — {0,1}*. Le nombre
d'étapes effectuées lors d'une exécution de I'algorithme est le temps de calcul de I'algorithme ; ce temps
dépend généralement de la taille de I'entrée (c'est a dire de son nombre de bits). Nous pourrions
grossiérement résumer la théorie de la complexité algorithmique a la classification des fonctions f :
{0,1}* — {0,1}* en différentes classes de complexité réflétant de quelle maniére la taille de I'entrée
influence le temps de calcul nécessaire. Tel que défini ici, un algorithme travaille avec des chaines de
bits, mais remarquons que tout objet mathématique finiment descriptible, comme un nombre entier, un
graphe, ou bien stir un complexe simplicial, peut &tre encodé sous forme d'une chaine de bits (la maniére

dont nous le faisons sera sans importance du moment que |'encodage est raisonnablement succinct).

Plusieurs formulations mathématiques différentes de cette idée intuitive d'algorithme coexistent, la
plus populaire étant probablement la machine de Turing, une sorte d’ordinateur abstrait idéalisé (nous
ne rentrerons pas dans les détails de sa définition). D’autres modeéles de calcul existent, notamment le
A-calcul et les fonctions pu-récursives, cependant il est possible de prouver que tous ces modéles sont
équivalents (on dit qu'ils sont Turing-complet), c'est a dire qu'ils permettent tous de calculer les mémes
fonctions (mais pas nécessairement avec le méme nombre d’opérations). Quant & savoir si ces modéles
de calcul capturent réellement notre idée intuitive d'algorithme, il s'agit d'une question philosophique a
laquelle il n'est pas possible de répondre formellement. Généralement on suppose que c'est bien le cas,

et cette croyance est appelée la thése de Church-Turing.

Dans ce mémoire nous nous intéresserons principalement aux fonctions prenant en entrée une chaine

de bits et renvoyant en sortie 1 ou 0, ces valeurs étant identifiées avec les mots oui et non respectivement.

Définition 1.3.1. Un probléme de décision est une fonction f : {0,1}* — {0,1}. Nous disons d'un

algorithme calculant cette fonction qu'il décide le probléme.

17



Un probléme de décision est a interpréter comme une question portant sur un objet mathématique
(encodé sous forme d'une chaine de bits) et dont la réponse est soit oui soit non. Par exemple, les

questions suivantes sont des problémes de décision :

e Une chaine de bits est-elle palindromique ?

e Un nombre entier est-il premier?

e Un graphe est-il planaire?

Remarquons que toutes les fonctions f : {0,1}* — {0, 1} imaginables ne sont pas forcément calcu-
lables par une machine de Turing. En effet il peut arriver qu'une fonction soit parfaitement bien définie

mais qu'il n'existe pas d'algorithme pour la calculer, dans quel cas nous disons qu'elle est incalculable,

et que le probléme de décision correspondant est indécidable.
Théoréme 1.3.2. Les problémes indécidables existent.

Démonstration. Les problémes de décision f : {0,1}* — {0,1} sont au nombre de 2" puisque tout
entier peut étre encodé comme une chaine de bits, il en existe donc une infinité indénombrable. Or il
n'existe qu'une infinité dénombrable d'algorithmes, puisque ceux-ci doivent étre finiment descriptibles.
Donc d'aprés I'argument de la diagonale de Cantor, il existe des problémes de décision sans algorithmes

pour les décider. O

L’exemple le plus connu et le plus important de probléme indécidable est le probléeme de 'arrét : il
n'existe pas d'algorithme prenant en entrée un autre algorithme et décidant si I'exécution de ce dernier
se termine aprés un nombre fini d'étapes ou continue indéfiniment. L’article | | liste de nombreux
exemples de problémes indécidables, provenant de domaines mathématiques variés. Nous prenons la

peine d'en mentionner ici quelques uns concernant les complexes simpliciaux.
Théoréme 1.3.3. Les problémes suivants sont indécidables :

e Décider si deux complexes simpliciaux sont homéomorphes.

e Décider si un complexe simplicial est une d-sphére, pour tout d > 5.

e Décider si un complexe simplicial est une variété topologique.
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La classe P.

Un moyen populaire pour mesurer la « rapidité » d'un algorithme est d'exprimer son temps de calcul

en fonction de la taille de I'entrée. Ceci se fait généralement au moyen de la notation grand O.

Définition 1.3.4. Pour toute fonction g : N — N on pose :

O(gn)) = {T:N—= N | Jctel que T(n) < cg(n)pour tout nsuffisamment grand }

On dira qu'un algorithme (dans un modéle standard, par exemple la machine de Turing) est en
temps O(g(n)) en la taille de I'entrée lorsque son temps de calcul T'(n) est une fonction contenue dans
I'ensemble O(g(n)), ot n est la longueur de la chaine de bits donnée en entrée a I'algorithme. Lorsque
g(n) est un polynédme, on dit que I'algorithme est en temps polynomial (en la taille de I'entrée). Les
problémes de décision pouvant étre résolus par un algorithme en temps polynomial forment une classe

de complexité notée P (pour polynomial).

Définition 1.3.5. Un probléme de décision f est dans P si et seulement si il existe un algorithme
permettant de calculer f(x) en un temps O(|z|*), ot k est un entier positif et |z| est le nombre de bits
de la chaine x € {0,1}*.

En général, pour montrer qu'un algorithme prenant en entrée un objet mathématique est polynomial,
nous n'utiliserons pas directement la taille |z| de la chaine de bits utilisée pour encoder |'objet. Nous
utiliserons un autre nombre mesurant d'une maniére plus naturelle la taille de cet objet. Par exemple, si
notre algorithme prend un graphe en entrée (pour, disons, décider s'il est planaire, ou connexe, ou autre
chose), nous calculerons plutét le nombre d’étapes de I'algorithme en fonction du nombre de sommets
du graphe. Ceci ne change rien, puisque dans tout encodage raisonnable du graphe sous forme d'une
chaine de bits, la longueur de la chaine est elle-méme polynomiale en le nombre de sommets du graphe,

et donc |'algorithme est polynomial aussi bien en la taille de I'encodage qu'en la taille du graphe.

Un algorithme en temps polynomial étant en général considéré comme un algorithme rapide (comparé
a un algorithme en temps exponentiel par exemple), la classe P est souvent vue comme étant la classe

des problémes faciles a résoudre.

La classe NP.

Cette classe contient les problémes de décision pour lesquels la validité d'une solution peut étre

rapidemment vérifiée, sous réserve qu’'on nous donne un certificat de validité.
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Exemple. Une formule booléenne ¢ est une expression logique bien formée comportant des variables,
des symboles A V —, et des parenthéses. Une formule ¢ est satisfiable s'il existe un assignement des
valeurs 1 et 0 aux variables x1,...,x, contenues dans la formule, tel que I'expression ¢(x1,...,x,)
évalue a 1. Le probléeme de satisfiabilité booléenne, noté SAT, est le probléme de décision prenant en
entrée une formule booléenne ¢ et renvoyant 1 ou 0 selon que la formule est satisfiable ou non-satisfiable.

A ce jour, aucun algorithme pour résoudre SAT en un temps polynomial en la taille de ¢ n'est connu,
et donc nous ne savons pas si SAT est contenu ou non dans la classe P (mais on soupgonne que non).
Par contre, si on nous donne un assignement des variables x; := Z; nous pouvons vérifier en un temps
polynomial que ¢(&1,...,&,) évalue a 1 et donc que la formule ¢ est en fait satisfiable. C’est pourquoi

le probléme SAT appartient a8 NP. Cet assignement des variables est le certificat.
Formellement, la classe NP peut se définir de la maniére suivante.

Définition 1.3.6. Un probléme de décision f est dans NP si et seulement si il existe un probléme g de
P tel que pour tout z € {0,1}* :

flz)=1 <= FJue€{0,1}" de taille polynomiale en |z| et tel que g(z,u) =1
Le u dans cette définition est un certificat de validité pour x.

Remarquons que I'acronyme NP signifie non-déterministe polynomial et provient d’une définition
(équivalente) de cette classe de complexité au moyen d'un modéle de calcul appelé machine de Turing

non-déterministe.

Comme exemple supplémentaire, nous pouvons déja démontrer a faible colit un théoréme sur les

complexes simpliciaux !
Théoréme 1.3.7. Décider si deux complexes simpliciaux sont isomorphes est dans NP.

Démonstration. Soient K et L deux complexes simpliciaux : I'entrée du probléme est donc le couple
(K, L). Il est clair que tout encodage raisonnable du couple (K, L) sera d'une longueur polynomiale en
n = |K| + |L| et nous pouvons donc prendre ce nombre comme taille de I'entrée.

Les deux complexes sont isomorphes si et seulement si il existe une bijection f : vert K — vert L
déterminant un isomorphisme de complexes. Vérifier que f détermine un isomorphisme est facile : il
suffit de vérifier que f(X) € L pour tout X € K et que f~1(Y) € K pour tout Y € L, ce qui peut se
faire en un temps polynomial en n. De plus, f peut étre encodée sous forme d'une chaine de caractéres
de longueur polynomiale en n.

Donc f est un certificat, et le probléme de décision est dans NP. O
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Quelles sont les relations entre les classes P et NP 7 Il s’agit probablement de la plus importante
question ouverte en informatique théorique.

Nous savons que P C NP (ceci se vérifie facilement), mais par contre a ce jour personne ne sait
si P = NP ou P # NP. La croyance la plus répandue est que P # NP, c'est a dire que certains des
problémes de NP ne pourraient pas étre résolus en temps polynomial et resteront donc toujours difficiles

a résoudre (dans un modéle de calcul Turing-complet).

Réductions.

Cette fois, nous commencons directement par donner une définition.

Définition 1.3.8. Une réduction (polynomiale) d'un probléme de décision f & un probléme de décision
g est une fonction R : {0,1}* — {0,1}* calculable en temps polynomial et telle que f(z) = 1 si et

seulement si g(R(x)) = 1. Lorsqu'une telle réduction existe, on dit que f est réductible a g.

Une réduction R transforme une entrée x au probléme f en une entrée R(x) au probléme g, de
maniére & ce qu'un algorithme pour f accepte x si et seulement si un algorithme pour g accepte R(z).
Il en suit que le probléme g est au moins aussi difficile que le probléme f, puisque le probléme f peut
toujours étre transformé en le probléme g.

Les réductions nous fournissent un outil puissant pour écrire des preuves de complexité : plutdt que
de montrer directement qu'un certain probléme est difficile, nous essayons de I'utiliser pour résoudre
un autre probléme que nous savons déja difficile. De nombreux exemples de réductions sont disponibles

dans le livre | I

Au moyen des réductions nous pouvons définir quelques autres classes de complexité importantes.
Si tout probléme f € NP est réductible a un probléme de décision g, nous disons que g est NP-difficile
car g est au moins aussi difficile que tout probléme de NP. Si un probléme NP-difficile est de plus dans
NP, nous disons que le probléme est NP-complet.

Les problémes NP-complets sont en quelques sortes les problémes canoniques de la classe NP, la ré-
solution de |'un d’entre eux permettant de résoudre tous les autres. Un exemple de probléme NP-complet
est le probléme SAT décrit précedemment; d'autres exemples célébres sont les problémes classiques du
sac a dos, de la programmation entiére, ou du voyageur de commerce, ainsi que les 21 problémes de

Karp du célébre article | ]

Remarquons que le concept de réduction permet de définir une classe de complexité au moyen d'un
exemple particulier de probléme de décision. Par exemple, la classe NP pourrait &tre définie comme

I'ensemble des problémes de décision réductibles au probléme SAT, ou & un autre probléme NP-complet.
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Théorie existentielle des réelles.

Nous terminons cette section par une classe de complexité moins courante que les classes P et
NP : la classe ETR (pour Existential Theory of the Reals). Pour la définir, nous utiliserons un objet

mathématique emprunté a la géométrie algébrique.

Définition 1.3.9. Un ensemble semi-algébrique est un sous-ensemble A C R™ défini par un nombre fini

d'inégalités polynomiales a coefficients entiers.

Les inégalités dans cette définition peuvent étre strictes ou non-strictes, ce sera sans influence sur
la classe ETR que nous allons définir [ , théoréme 2.6]. Par exemple, I'ensemble suivant est semi-
algébrique.

A={(z,9) €eR? | y—22<0,2>0}

Notons SemiAlg le probléme de décision prenant en entrée un ensemble semialgébrique A et décidant
siA=0ou A # 0. Nous définissons la classe ETR de maniére a ce que SemiAlg soit un probléme
ETR-complet.

Définition 1.3.10. La classe de complexité ETR, ou théorie existentielle des réels, consiste en |'ensemble

des problémes de décision réductibles en temps polynomial a SemiAlg.

L'étude de cette classe de complexité remonte a des travaux de Tarski [ | dans les années 30s,
qui lui s'intéressait alors aux expressions logiques de la forme Jxy,... 2, | ¢(x1,...,2,), OU ¢ est une
formule sans quantificateur construite au moyen des symboles (0, 1, +, %, <) et des opérateurs booléens
habituels, et portant sur les variables réelles x1, ..., 2, (une approche moderne de cette définition de la
classe ETR est disponible dans | ]). Tarski décrit notamment une méthode permettant de décider
de la satisfiabilité de ces expressions logiques, ce que nous appelerions aujourd’hui un algorithme pour
décider SemiAlg. En particulier, tous les problémes de ETR sont décidables.

L'intérét de la classe ETR est que de nombreux problémes de géométrie algorithmique sont complets
pour cette classe, le plus célébre étant la rigidification des pseudo-droites | ]. Nous verrons un autre

exemple & la prochaine section.

Ou la classe ETR se positionne-t-elle par rapport aux classes de complexité plus classiques telles que
P et NP ? Il est facile de voir que les problémes de ETR sont au moins aussi difficiles que ceux de NP.

Théoréme 1.3.11. SemiAlg est NP-difficile.

Démonstration. Soit ¢ une entrée du probléme SAT, c'est a dire une formule booléenne impliquant

des variables z1,...,x,. |l est clair que ¢ peut &tre écrite sous la forme d'une conjonction de clauses
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C1 N --- A\ Cy, ol chaque clause C; est une disjonction des variables ou de leurs négations. Toute

disjonction peut étre traduite en un systéme d'inéquations polynomiales, par exemple :

(xV-yVz) estsatisfiable <

1—a)y(l-z) .
possede une solution.

<0
(I-2)y(1-2) >0

En écrivant ceci pour chaque clause de la formule ¢, nous obtenons la définition d’'un ensemble semi-
algébrique qui sera non-vide si et seulement si ¢ est satisfiable, c'est a dire une réduction, et cette
réduction est bien polynomiale. Donc SemiAlg est NP-difficile. O

De plus, d'aprés | ], en plus d'étre décidable le probléeme SemiAlg peut étre résolu par un
algorithme utilisant une mémoire de taille polynomiale; c’est & dire que SemiAlg est contenu dans
la classe de complexiteé PSPACE. Nous ne définirons pas ici ce que signifie mémoire (parce que ¢a
nécessiterait une définition formelle de la machine de Turing), mais nous donnons néanmoins un exemple
de probléme PSPACE-complet.

Exemple. Il a déja été dit que le probléme SAT est un probléme NP-complet. Par exemple, déterminer
la validité de la proposition logique suivante est dans SAT.

JeJyIz | (zV-y) AlyV2)A(—zVyV-z)

Nous questionnons donc simplement |'existence d'une assignation de valeurs booléennes aux variables,
c'est a dire que dans cette proposition logique nous n'utilisons que des quantificateurs existentiels.

Le probléme QSAT est la généralisation de SAT ou les quantificateurs universels sont également permis.
Par exemple, déterminer la validité de la proposition logique suivante est dans QSAT.

JaVyVz | (zV-y) AlyV2)A(—zVyV-z)

La classe de complexité PSPACE peut étre définie comme |'ensemble des problémes de décision
réductibles au probléme QSAT. En d'autres mots, QSAT est PSPACE-complet.

Puisque le probléme SAT est un sous-probléme du probléme QSAT, il est clair que NP C PSPACE.

Nous n'en savons pas plus, mais de méme qu'il est soupgonné que P = NP, il est également soupgconné
que NP # PSPACE.

Pour résumer, les différentes classes de complexités vues dans cette section s'imbriquent de la facon
suivante.
P C NP C ETR C PSPACE

Et nous ne savons pas si certaines de ces inclusions sont en fait des égalités.
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1.4 Chirotopes

Cette courte section a pour but de définir une certaine notion d'équivalence entre ensembles de

points. Nous ferons usage de cette notion dans la section [2.2].

Ensembles de points

Comme exemple motivationnel, considérons les ensembles de 4 points dans le plan R? ; un échantillon

de ces ensembles est représenté dans la figure [1.7].

FIGURE 1.7 — Quelques ensembles de 4 points dans le plan.

Sur ce dessin, chaque colonne contient des ensembles de points d'un méme type. Dans la premiére
colonne, chacun des ensembles consiste en un point dans |'enveloppe convexe des trois autres. Dans
la seconde colonne, les points forment les sommets d’un quadrilatére convexe. Dans les deux derniéres
colonnes, respectivement trois ou quatre points sont alignés sur une méme ligne. Cette idée intuitive
de types (souvent appelés order types en anglais) d’ensembles de points peut étre formalisée au moyen

d'un chirotope.

Définition 1.4.1. Soit P un ensemble de points dans R¢. Le chirotope de P est la fonction y de P4+!
dans {—,0,+} définie par :

X : (p()vplv"‘vpd) — sgn f
Po P1 -+ Pd

ol |- --| désigne le déterminant.

Le déterminant apparaissant dans cette définition est un déterminant d’orientation et son signe nous
informe sur la chiralité de (d + 1) points ordonnés de RY : ce signe est positif, négatif, ou nul selon que
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les points forment une base affine dextrogyre, lévogyre, ou sont affinement dépendants. L'information
contenue dans un chirotope est donc la chiralité de tout (d + 1)-tuple dans un ensemble de points de

R?. En ce sens, le chirotope encode les positions relatives des points les uns par rapport aux autres.

(5] (3] e
(2] e e
(1] o o

FIGURE 1.8 — Les déterminants d'orientation de ces ensembles de 3 points ordonnés sont respectivement
négatifs, nuls, et positifs. Les points en questions forment respectivement un coude droit, sont alignés,
et un coude gauche.

Les chirotopes peuvent &tre utilisés afin de définir une notion d'équivalence entre ensembles de points

dans un méme espace euclidien.

Définition 1.4.2. Deux ensembles P et P’ de points dans R¢ ont le méme chirotope s'il existe une
bijection § : P — P’ telle que :

X(po,---spa) =% (0(po),...,0(pa)) pour tout (d + 1)-tuple de points de P,

ol x et X’ sont les chirotopes de P et P’ respectivement.

En particulier, pour que deux ensembles partagent le méme chirotope ils doivent avoir le méme
nombre de points. Il est facile de voir que avoir le méme chirotope est bien une relation d’équivalence,
dont les classes d'équivalence correspondent a I'idée intuitive des différents types d'ensembles de points

dont nous parlions en commentant la figure [1.7].

Matroides orientés.

Dans ce mémoire, nous ferons peu usage de cette notion d'équivalence entre ensembles de points
(en fait, seulement dans une démonstration a la section [2.2]). Nous avons donc choisi d’en donner une

trés courte définition, sans rentrer dans les détails.

Mais signalons tout de méme que cette notion d'équivalence peut étre formalisée et étudiée plus
efficacement au moyen des matroides orientés. Sans donner de définitions (un livre de référence sur le
sujet est [ ]), disons juste qu'un matroide est une structure combinatoire abstraite dont une des
(nombreuses) interprétations possibles est qu'elle encode les relations de dépendances linéaires dans un

ensemble de points. Un matroide orienté est une spécialisation de cette structure, tenant compte des
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orientations en plus des dépendances linéaires. En fait, un matroide orienté peut étre obtenu a partir du

chirotope d'un ensemble de points.

La théorie des matroides orientés (une courte introduction est [ ] et un livre de référence
est | ]) est frequemment employée en géométrie algorithmique (dans cette discipline, I'appelation
anglaise order type est souvent préférée pour désigner un matroide orientée). Ceci est dd au fait qu'un
matroide orienté est une abstraction finiment descriptible des ensembles de points, ainsi que d'autres
objets comme par exemple les arrangements de pseudo-droites (voir, par exemple, la thése | ] pour

un survol du sujet).

Précisons qu'un matroide orienté peut étre utilisé pour encoder un ensemble de points (dans quel
cas on dit que le matroide orienté est réalisable), mais qu'il existe aussi des matroides orientés auxquels
aucun ensemble de points ne correspond (c'est & dire des matroides orientés non-réalisables). Afin de

faire un lien avec la théorie de la complexité algorithmique introduite précédemment dans ce mémoire,

nous mentionnons le théoréme suivant, en fait un corollaire du théoréme d'universalité de Mnév | ]
Théoréme 1.4.3. | | Décider de la réalisabilité d’'un matroide orienté est un probléme ETR-
complet.

Il existe donc un lien important entre les matroides orientés et la théorie existentielle des réels.
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1.5 Plongements

Nous avons déja éclairci la signification des mots complexes simpliciaux [1.1] et décider [1.3] du titre
de ce mémoire. Il est maintenant temps de s'occuper du mot plongeabilité.

Différents types de plongements

Un plongement d'un complexe K dans I'espace R est une application continue f : |K| — R? qui
est un plongement au sens topologique, c'est & dire qui se restreint en un homéomorphisme entre le
polyédre | K| et I'image f(|K]). La notion de plongement topologique étant trop générale que pour &tre
abordée d'un point de vue combinatoire ou algorithmique, nous nous intéresserons surtout a deux types
particuliers de plongements : les plongements linéaires et les plongements partiellement linéaires.

Une fonction f : |K| — R? est linéaire lorsque sa restriction sur chaque simplexe est linéaire. Plus

précisément, tout point x € |K| peut s'exprimer comme une combinaison convexe
I’:AO‘TO+>\1'I1+"'+>\SIS )

ol xg,T1,-..,xs sont les sommets d'un simplexe de K et A\g, A1, ..., A, sont des réels non-négatifs tels
que >, A; = 1. Donc f est linéaire sur chaque simplexe lorsque, pour tout = € |K

’

f(x) = Xof(vo) + A f(v) + -+ A f(vn)

Quant a un plongement linéaire, il s'agit bien entendu d'une fonction linéaire qui est de plus un

plongement topologique.

De méme, une fonction f : |K| — R< est partiellement linéaire?, ou plus brievement est PL, si sa
restriction sur chaque simplexe est partiellement linéaire. C'est & dire que f est PL si et seulement si K
peut &tre subdivisé en un complexe K’ de maniére a ce que f soit linéaire sur K’.

Ou encore autrement, nous dirons que f est PL s'il existe un » > 0 tel que f est linéaire sur la
r-éme subdivision barycentrique K(") de K. Un plongement PL est une fonction PL qui est de plus un
plongement topologique.

Ceci nous améne 3 considérer 3 différentes notions de plongeabilité.

Définition 1.5.1. Un complexe simplicial K est (linéairement, partiellement linéairement) d-plongeable

s'il existe un plongement (linéaire, partiellement linéaire) de | K| dans R%.

2. En fait en frangais on rencontre plus souvent linéaire par morceaux. L'expression partiellement linéaire permet
d'utiliser le méme acronyme PL qu'en anglais (piecewise linear).
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FIGURE 1.9 — Un plongement linéaire, partiellement linéaire, et topologique d’un 2-simplexe.

Donc la d-plongeabilité est I'analogue pour les complexes simpliciaux de la planarité pour les graphes.

Par exemple, un 1-complexe 2-plongeable n’est rien d'autre qu'un graphe planaire.

Remarque. Afin d’améliorer la lisibilité, nous écrirons souvent f : K — R? pour une application continue
envoyant le polyedre | K| dans R?, c'est a dire que nous identifierons un complexe K (c’est a dire une
famille d'ensembles finis) avec I'objet géométrique |K| qu'il représente.

Critéres pour les plongements linéaires

Il est clair qu'une fonction linéaire sur un complexe est complétement déterminée par ses valeurs
sur les sommets du complexes. Plus précisément, si V' est I'ensemble des sommets d'un complexe K,
une application f : V' — R? quelconque peut étre étendue en une fonction linéaire f : |[K| — R? en
posant f(>" Aiw;) ==Y Aif(vi) pour toute combinaison convexe > A;v; de sommets de K. Ceci nous
permet d'identifier une fonction linéaire sur un complexe avec une fonction sur I'ensemble des sommets
de ce complexe (et nous commettrons |'abus de notation d'utiliser la méme lettre f pour désigner les
deux fonctions). Le théoréme suivant offre un critére utile pour tester si une fonction sur I'ensemble des

sommets d'un complexe détermine un plongement linéaire.

Théoréme 1.5.2. Soit K un complexe simplicial d'ensemble de sommets V et soit f : V — R% une

fonction quelconque. Alors les 3 conditions suivantes sont équivalentes.
(1) f:|K|— R? est injectif (et donc est un plongement linéaire)
(2) VX, Y € K: conv f(X) N conv f(Y) = conv f(X NY)
(3 VX,YeK: XNY =0 = convf(X)Nconvf(Y) =70
Démonstration. Nous montrons 1 = 2 = 3 = 1.

(1=2) Le polyedre |K| est I'union des simplexes euclidiens conv S, pour tout S € K, lorsque les
éléments de V' sont identifiés avec la base canonique de RIVI. La fonction f : |K| — R? est
I'extension linéaire de f : V' — R sur chacun des simplexes conv S, et donc il est clair que

f commute avec |'enveloppe convexe.

conv f(X) N conv f(Y) = f(convX) N f(convY)
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(2=3)

3=1)

Or, avec les fonctions injectives, I'image d'une intersection est l'intersection des images.
f(conv X) N f(convY) = f(convX N convY)
Ce qui finalement nous méne a (2).
flconvX NconvY ) = f(conv(X NY)) = conv f(X NY)

Evident.

Soient des points z,y € |K| et montrons que f(x) = f(y) implique = y. Soient des
simplexes X, Y € K tels que z € convX et y € convY et exprimons x et y comme

combinaisons convexes des éléments de X et Y.
m n
T = E Ai; y= E il
i=1 i=1

Aprés une permutation des indices, nous pouvons supposer que

T, =y; et \; >y pour 1l <<,
i =y; et \; < p; pourr <i <Kk,
z; €Y pourk <i<m,
yi ¢ X pour k <i<n,

pour un certain 7 et un certain k. Nous répartissons les sommets dans deux ensembles.
X' ={r;|1<i<rouk<i<m} Y ={y; | r<i<kouk<i<n}

Ces deux ensembles sont des simplexes disjoints de K. En écrivant f(x) = f(y), utilisant la

linéarité de f et réordonnant les termes, nous arrivons a

r—1 m k—1 n
D= m)f@) + Y Nif @) =Y (i = N fya) + D paf (i) -
i=1 i=k i=r i=k

Dans cette équation, a gauche nous avons une combinaison positive d'éléments de f(X') et
a droite une combinaison positive d'élements de f(Y”), et la somme des coefficients dans le
membre de gauche est égale a la somme des coefficients dans le membre de droite. Si cette
somme était non nulle, nous pourrions normaliser notre équation et obtenir une égalité entre

deux combinaisons convexes d'éléments de f(X') et f(Y”’). Ceci signifierait I'existence d'un
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point dans conv f(X') N conv f(Y”), ce qui contredit (3) puisque X' NY’ = (. Donc la

somme des coefficients est nulle et puisque ces coefficients sont non négatifs nous avons

Ai =p; pourl<i<k,
Ai=0 pourk<i<m,

w; =0 pour k <i<n.

En replacant ces valeurs dans les expressions de 2 et y comme combinaisons convexes des

points de X et Y, nous trouvons bien que z = y.

Plongeabilités triviales

Soit K un complexe de dimension k. Pour quelles valeurs de d la plongeabilité dans R? est-elle une
notion intéressante ? Il est déja clair que pour tout d < k le complexe K ne sera jamais d-plongeable. La
réalisation standard d'un complexe abstrait (voir section [1.1]) montre quant a elle que tout complexe

sur n sommets, peu importe sa dimension, est linéairement n-plongeable. On peut faire mieux.

Théoréme 1.5.3. Tout complexe simplicial de dimension k est linéairement (2k + 1)-plongeable.
Démonstration. L'idée consiste a placer les sommets du complexe sur la courbe des moments. La courbe
des moments dans R? est donnée par

yiR =Rt (8,82, .. ,t9) .

Tout ensemble de (d + 1) points sur cette courbe est affinement indépendant. En effet, des points
Y(to),y(t1),-..,v(ta) distincts sur la courbe seront affinement indépendants si et seulement si le déter-

minant de la matrice suivante est non-nul.

11 1
to t tq
td ¢ td

Il s’agit d'une matrice de Vandermonde et son déterminant est Ily<;<j<q (t; —t;). Puisque les nombres
to,t1,...,tq sont distincts deux a deux le déterminant est non-nul.
Soit maintenant K un complexe simplicial de dimension k et posons d := (2k+1). Soit f : | K| — R?

la fonction linéaire obtenue en placant chaque sommet du complexe sur la courbe des moments, de
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quelque maniére que ce soit du moment que deux sommets distincts soient envoyés sur deux points
distincts. Soient X et Y deux simplexes de K. D'aprés le théoréme [1.5.2], pour montrer que f est un
plongement il suffit de montrer que conv f(X)Nconv f(Y) = conv f(X NY). Or puisque dim(K) = k,
chaque simplexe de K contient au plus (k + 1) sommets, et donc | X UY| < (2k + 2). Alors au plus
(d + 1) points sont concernés et les simplexes euclidiens conv f(X) et conv f(Y) sont des faces d'un
d-simplexe de R?, puisque (d + 1) points sur la courbe des moments sont en position générale. Donc
leur intersection est conv f(X NY). O

Peut-on faire encore mieux ? Le résultat suivant (que nous ne démontrerons pas ici) montre que non.
Théoréme 1.5.4. Le k-squelette du (2k + 2)-simplexe n'est pas 2k-plongeable. [ , |

Donc, la d-plongeabilité d'un complexe de dimension k est intéressante lorsque k < d < 2k ; tous

les autres cas sont triviaux.

Relations entre les différents types de plongeabilité

Par définition, on sait que
d-plongeabilité linéaire = d-plongeabilité PL = d-plongeabilité topologique.

Pour quelles dimensions d avons-nous des implications inverses ?

Lorsque d = 1, il est trivial de voir que les trois types de plongeabilité coincident. Lorsque d = 2,
nous savons du théoréme de Fary sur les graphes planaires que les trois notions coincident au moins pour
les 1-complexes. En fait, la preuve classique du théoréme de Fary [ ] peut facilement étre adaptée

pour prendre en compte les 2-complexes.

Théoréme 1.5.5 (Fary). Un complexe topologiquement 2-plongeable est linéairement 2-plongeable.

Démonstration. Soit donc K un complexe topologiquement 2-plongeable que nous supposons dessiné
dans le plan. Nous pouvons sans restreindre la généralité supposer que K est un 2-complexe. Soit G le
1-squelette de K ; donc G est un graphe planaire lui aussi dessiné dans le plan. Nous supposons que
G est maximalement planaire; si ce n’est pas le cas nous pouvons toujours rajouter des arétes a K (et
donc & G). La preuve est par induction sur le nombre de sommets de K. Il est clair que le théoréme est
vrai si |[V| =3 (dans quel cas K ne peut qu'étre un 2-simplexe). Nous supposons donc que |V| =n et
que le théoréme est vrai pour tous les 2-complexes sur moins de n sommets.

D’aprés la formule d’Euler pour les graphes planaires,
n—e+ f=2,
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avec n, e, et f les nombres de sommets, arétes, et faces du graphe planaire G respectivement (attention :
f nest pas le nombre de 2-simplexes de K). Puisque G est maximalement planaire, chaque face est

triangulaire, et chaque aréte borde deux faces, donc 3f = 2e et nous obtenons I'égalité suivante.
e=3n—06

Si nous comptons toutes les arétes incidentes en chaque sommet de GG, pour tous les sommets, nous

aurons compté deux fois chaque arétes. Donc :

Z deg(v) = 2e = 6n — 12.
veV

Soit k le nombre de sommets incidents a 5 arétes ou moins. Il y a alors (n — k) sommets incidents a 6
arétes ou plus, et puisque le graphe est maximalement planaire nous savons aussi que tous les sommets
sont incidents & 3 arétes ou plus. Nous pouvons donc borner inférieurement la somme des degrés de
tous les sommets.
6(n—k)+3k < Z deg(v) = 6n — 12
vev

Cette derniére inégalité force k > 4, c'est a dire qu'il existe 4 sommets incidents a 5 arétes ou moins. En
particulier, il existe un sommet v incident 4 5 arétes ou moins et ce sommet est interne, nous entendons
par 13 qu'il n'est pas un des 3 sommets de la face extérieure du dessin de G dans le plan.

Au complexe K nous retirons maintenant le sommet v ainsi que tous les 1-simplexes et 2-simplexes
le contenant. L'effet de cette opération sur le plongement (topologique) de K dans le plan est la création
d’un trou (une nouvelle face dans le graphe planaire G), qui est interne (qui n'est pas la face extérieure)
et que donc nous pouvons reboucher avec des 2-simplexes (nous retriangulons la nouvelle face de G).
Le résultat obtenu est un nouveau complexe K’, comportant (n — 1) sommets, et dont le 1-squelette
G’ est maximalement planaire. Par I'hypothése de récurrence, K’ peut donc étre linéairement plongé
dans le plan. Dans ce plongement linéaire de K’ dans le plan, nous localisons les 2-simplexes utilisés
précédemment pour boucher le trou. Nous les enlevons de K’, et reobtenons ainsi un trou, qui est de
nouveau interne (il ne peut pas étre la face extérieure, puisque la face extérieure est non-compacte et
n'aurait pu étre bouchée). Ce trou est I'intérieur d’un polygone d'au plus 5 cotés, puisqu'il avait été
créé en retirant un sommet v de degré au plus 5. Donc ce trou est étoilé par rapport a un certain point,
et nous replacons le sommet v en ce certain point. Nous pouvons maintenant replacer dans ce trou les
1-simplexes et 2-simplexes contenant v qui avaient précédemment été retirés. Nous retrouvons donc le
complexe K de départ, mais cette fois linéairement plongé dans le plan. La figure [1.10] devrait &tre

utile 3 la compréhension. O
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FIGURE 1.10 — De gauche a droite : K plongé topologiquement (avec un sommet interne v de degré
5), le complexe K’ (obtenu en effagant les simplexes contenant v) plongé topologiquement, le complexe
K’ plongé linéairement, et le complexe K plongé linéairement.

Donc, rien de bien spécial jusqu'ici. Par contre, a partir de d > 3, des choses étranges surviennent.
Brehm | ] a construit une triangulation du ruban de Mogébius sur seulement 9 sommets telle que
toute réalisation dans R? voit ses simplexes géométriques s'intersecter de maniére indésirable, fournissant
ainsi un exemple de 2-complexe topologiquement 3-plongeable mais pas linéairement 3-plongeable. Par
la suite ce résultat a été généralisé dans [ ] pour montrer que pour toute paire (k,d) satisfaisant
k+4+1<d<2kavec k > 2 il existe un k-complexe K partiellement linéairement d-plongeable mais pas
linéairement d-plongeable, et de plus un r» > 0 étant donné ce K peut étre choisi de maniére a ce que

méme la r-éme subdivision barycentrique de K ne soit pas linéairement d-plongeable.

Donc les seuls cas pour lesquels la distinction entre les différents types de d-plongeabilité est super-
flue sont les cas ot d < 2, c'est a dire les cas les moins intéressants puisqu'il s’agit de la 1-plongeabilité
(triviale a détecter), de la planarité d'un graphe (étudiée et comprise depuis longtemps), et de la planarité
d’un 2-complexe (dont nous parlerons en détail a la section [3.2]). Les plongeabilités linéaire et partiel-
lement linéaire seront donc étudiées séparément dans ce mémoire. Le cas général de la plongeabilité
topologique, difficile & approcher par des méthodes discrétes, ne sera pas discuté.
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Chapitre 2
Plongeabilité linéaire

2.1 Sommets placés sur des points quelconques

Nous commencerons ce chapitre par discuter de |'existence d'un plongement linéaire quelconque.
C'est a dire qu'un complexe simplicial étant donné, nous aimerions savoir s'il est possible de placer ses
sommets dans R¢ de facon a ce que la fonction linéaire induite soit un plongement. Aucune contrainte

supplémentaire sur le placement de ces sommets n'est demandée.

Définition 2.1.1. LinEmbed, est le probléme prenant en entrée un complexe simplicial K et décidant

s'il existe un plongement linéaire de K dans R<.

Remarquons que dans la littérature, la plongeabilité linéaire est plus couramment appelée réalisabilité

géométrique.

Petites dimensions : d =1etd =2

Le cas d = 1 est trivial. Un complexe simplicial est plongeable (linéairement, ou partiellement
linéairement, ou méme topologiquement) sur la droite R si et seulement si chacune de ses composantes
connexes est un point isolé ou une subdivision d'un 1-simplexe. Il est donc clair que la 1-plongeabilité
d'un complexe peut &tre vérifiée en un temps polynomial en son nombre de simplexes. Donc le probléme

LinEmbed; appartient a la classe de complexité P.

Le cas d = 2 est celui de la planarité. D'aprés le théoréme de Fary [1.5.5] il n'est pas nécessaire
de distinguer le cas linéaire du cas partiellement linéaire. Pour cette raison, la planarité des complexes
simpliciaux sera traitée au chapitre suivant (en section [3.2]) lorsque nous parlerons des plongements
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partiellement linéaires. Disons juste pour l'instant que le probléme LinEmbed, appartient lui aussi a la

classe P.

Les autres dimensions

Pour les dimensions supérieures, étonnament peu de choses sont connues. En fait nous ne savons
méme rien de ol se situe le probléme LinEmbed, par rapport a la classe NP : aucuns résultats de

NP-difficulté, ou méme d’'appartenance 3 NP, ne sont connus lorsque d > 3.

Par contre, Matousek et al. | , page 6] ont remarqué, mais sans le montrer, que le probléme
LinEmbed, pouvait étre formulé comme un probléme de résolubilité sur les réels d’un systéme d’inégalités

polynomiales, et que donc il appartient 3 la classe de complexité ETR. Nous démontrons cette affirmation.

Théoréme 2.1.2. Le probléme LinEmbed, est dans ETR pour tout d > 1.

Démonstration. Soit K un complexe simplicial (abstrait) d’ensemble de sommets V' = {1,...,n}.
D'aprés le théoréme [1.5.2], décider si K est linéairement d-plongeable revient & résoudre le probléme

suivant.

3?x1,...,2, € R?  tels que

conv{z;|iel}Nconv{z;|jeJ} =0 VI,JeKavecINJ =10

Si nous parvenons a exprimer chacune de ces conditions de disjonction par un systéme d'inégalités
polynomiales, nous aurons obtenu une transcription de LinEmbed, en un probléme appartenant 3 ETR.
Or, nous savons du théoréme de séparation des convexes que deux ensembles convexes compacts de R?
sont disjoints si et seulement si il existe un hyperplan de R? séparant les deux ensembles convexes. Dans
notre cas les ensembles convexes sont des simplexes et un hyperplan les séparera si et seulement si il
sépare leurs ensembles de sommets respectifs. Un hyperplan dans R? pouvant étre identifié avec une
équation affine, il en suit que la disjonction de conv{xz; | i € I} et conv{z; | j € J} se réécrit comme

suit.

37 a!’ e R tel que
aé“’+a{‘]x¢1+...+aé‘]wid<0 Viel
aé‘]—&—a{‘]xj1+...+afl‘]xjd>0 vijeld

Décider si un complexe est d-plongeable revient donc a décider la résolubilité sur les réels d'un systéme

d’inégalités polynomiales (en fait quadratiques) comportant d variables pour chaque sommet et (d + 1)

variables pour chaque paire de simplexes disjoints. En particulier, LinEmbedy est dans ETR. O
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K= { {3, {x}, {y}, {z}, {x,y}, {y.z}, {z,x} }

3? x1, X2, Yy, Y2, z1, z2, ai, az, a, b, b2, B, c1, c2, Yy ER

s.t. awxai+ axx2< a bixi + bax2> B CiX1+ C2X2 > Y
aiyr + axy2> a b1y1 + bzyz < B Ciyr + C2y2> Yy
ai1zi1+ a2z2> a bizi + b2z2> B Ci1z1+ C2z2< Yy

FIGURE 2.1 — Un probléme de plongeabilité linéaire encodé comme un systéme d'inégalités polynomiales.

Remarque. La plongeabilité linéaire est donc toujours décidable, ce qui comme nous le verrons au chapitre

suivant contraste avec le cas partiellement linéaire.

Au vu du théoréme précédent et de ce que nous savons pour les petites dimensions, la question de

la possible ETR-complétude du probléme de la plongeabilité linéaire se pose d'elle-méme.
Conjecture 2.1.3. Le probléme LinEmbed, est ETR-complet pour certains d > 3.

Il est plutét étonnant que cette conjecture semble n'avoir jamais été formulée auparavant.

36



2.2 Sommets placés sur des points fixés

Nous allons maintenant spécialiser le probléme de la plongeabilité linéaire : plutét que de chercher a
savoir si un complexe simplicial est linéairement plongeable en général, nous cherchons a savoir s'il est
linéairement plongeable sur un certain ensemble fixé de points. Plus précisément, soit K un complexe
simplicial sur n sommets, et soit P un ensemble de n points distincts dans I'espace R¢. Existe-t-il un

plongement linéaire de K dans R? envoyant les sommets de K sur les points de P?

Lorsque d = 1, il est clair que la maniére précise dont les points de P sont disposés sur la droite R n'a

aucune importance : nous retrouvons donc le probléme LinEmbed; dont la polynomialité est évidente.

Lorsque d = 2, la position précise des points dans le plan a de I'importance. Dans le cas particulier

ou le complexe simplicial est un graphe, Cabello | ] a démontré le résultat suivant.

Théoréme 2.2.1 (Cabello). Soit G un graphe sur n sommets et P un ensemble de n points dans le
plan. Décider si G est linéairement plongeable sur P est un probléme NP-complet, ceci méme lorsque

P ne contient pas 3 points colinéaires.

Un corollaire immédiat est que, lorsque d = 2, répondre a notre question est un probléme NP-difficile.

FIGURE 2.2 — Le graphe complet K est linéairement plongeable sur le premier ensemble de points mais
pas sur le second.

Lorsque d > 2, le probléme ne semble pas avoir encore été abordé, ce sera donc le sujet du reste de

cette section.

Remarquons tout d'abord que sans contraintes supplémentaires sur P, notre probléme inclut les cas
ol K un graphe, et ol P est un ensemble de points de R? tous placés sur un méme plan. Dans ces cas
le théoréme [2.2.1] s’applique et le probléme est encore une fois NP-difficile. Cependant nous aimerions
obtenir un résultat similaire sans recourir & un tel cas généré, c'est a dire que nous voulons montrer que
le probléme reste NP-difficile méme lorsque les points de P ne sont pas tous sur un méme plan. Nous
rajouterons donc une condition de position générale a I'ensemble P. Le probléme de décision qui nous

occupera se formule donc comme suit.

Définition 2.2.2. FixEmbedyq est le probléme prenant en entrée un complexe simplicial K et un ensemble
P de points en position générale dans I'espace & d dimensions, et décidant s'il existe un plongement

linéaire de K dans R envoyant les sommets de K sur les points de P.
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Nous savons donc déja que FixEmbed; peut &tre résolu en temps polynomial, et que FixEmbed; est
NP-difficile. Notre objectif est le suivant.

Théoréme 2.2.3. Le probléme FixEmbedy est NP-complet pour tout d > 2.

La preuve, quelque peu technique, est découpée en plusieurs parties.

Réduction au probléme une dimension au-dessus

La preuve du théoréme [2.2.3] consistera en une réduction polynomiale de FixEmbed,_; a FixEmbed,.

Soit donc une instance du probléme FixEmbedy 1, c'est & dire que nous avons :
e un complexe simplicial K sur I'ensemble de sommets V' = {v1,...,v,},
e un ensemble P = {p1,...,p,} de points de R¥~! en position générale.

Puisque les points de P sont en position générale, nous pouvons supposer qu'ils sont a coordonnées
rationnelles, et aprés multiplication par un entier suffisamment grand qu'’ils sont & coordonnées entiéres.
Nous supposerons également que leurs normes sont bornées par un entier M. A partir de ces données,

nous allons construire :
e un complexe simplicial K’ sur un ensemble de sommets V’,
e un ensemble P’ de points de R? en position générale.
Satisfaisant :
e K est linéairement plongeable sur P si et seulement si K’ est linéairement plongeable sur P,
e K’ et P’ sont constructibles en un temps polynomial en les tailles de K et de P.

Pour le second point, il suffira de s'assurer que les nombres d'éléments de V' et de P’ soient polynomials
en n, et que les points de P’ soient & coordonnées entiéres et de normes bornées par un polynéme
en M. Cette derniére condition est pour éviter de se retrouver avec des points dont les coordonnées

nécessiteraient un nombre non-polynomial de bits pour é&tre encodées.

Tous les symboles qui viennent d'étre introduits (K, p;, n, M, ...) garderont la méme signification

tout au long de la preuve.
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Petites perturbations

La seule information sur I'ensemble P qui importe vraiment est son chirotope (voir section [1.4]),
et non la liste des coordonnées de chacun de ses points. C'est a dire que si P et P partagent le méme
chirotope, alors le complexe K sera plongeable sur P si et seulement si il est plongeable sur P. En
particulier, une petite perturbation des points est sans influence sur la plongeabilité ou non-plongeabilité
de K sur P.

Plus formellement, une e-perturbation des points p1, ..., p, consiste en des points py, ..., P, satis-
faisant ||p; — p;|| < € pour tout indice i. Si ¢ est suffisamment petit, une e-perturbation de P garde le
méme chirotope et donc la plongeabilité de K sur les points n'est pas affectée. Le but de la discussion
qui va suivre est de quantifier ce « suffisamment petit ». Nous utiliserons a cette fin le lemme suivant,
qui quantifie la variation d'un déterminant sous l'action d’une e-perturbation, et qui pourrait s'avérer

utile pour d'autres applications.

Lemme 2.2.4. Soit {ai,...,aq} une famille de vecteurs de R?, de normes bornées par un nombre R,

et soit {a1,...,aq} une e-perturbation de cette famille de vecteurs. Alors on a :

|det(ay, ..., aq) —det(as,...,aq)| < (R+¢e)*— R?

Démonstration. Posons u; := (a; — a;). Nous avons donc ||a;|| < R et ||u;|| < e pour tout indice i. En

utilisant la multilinéarité du déterminant, nous pouvons écrire

det(dl, . ,&d) = det(al,dg, .. .,dd) + det(ul,&g, e 7&(1)

= det(al,ag,&g S ,&d) + det(al,u2,d3 e ,dd) + det(ul,dg, - ;&d)
d

= det(al,...,ad) —|—Zdet(a1, ceey A1, Ug, CAlH,l, ey &d) .
i=1

Nous faisons passer le premier terme du membre de droite dans le membre de gauche et appliquons

I'inégalité triangulaire, obtenant ainsi
d
‘ det(dl, . 7dd) — det(al, N ,ad) | S Z ‘ det(al, ceey Qi1 Uq, CALi+1, ey &d) | .
i=1

Une autre inégalité classique, I'inégalité de Hadamard, affirme que la valeur absolue d’'un déterminant

est bornée par le produit des normes de ses vecteurs colonnes. L'appliquer a un des termes du membre
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de droite donne

IN

laxll. . Nai-all luill |asgall - llaall

R™1'e (R+e) .

|det(a1, ceey Ai—1, Ug, di+1, ey dd)‘

IN

Finalement, en replacant ceci dans I'inégalité précédente, nous sommes amenés a

d
| det(ay, ..., aq) — det(ay,...,aq)| < e R R+e)"
i=1

. (R+¢)?— R?

- (R+¢)-—-R

< (R+¢)?—R?,
qui est I'inégalité recherchée. O
Maintenant, une condition suffisante pour que {p1,...,p,} et sa e-perturbation {p1,...,p,} par-

tagent le méme chirotope est que le déterminant d'orientation d'un d-tuple quelconque de points du
premier ensemble soit de méme signe que le déterminant d’orientation du d-tuple correspondant dans le

second ensemble (rappelons que nous travaillons avec des points de R9~1). C'est & dire que pour tout

d-tuple d'indices (41, ..., Jjq) nous aimerions avoir
1 ... 1 1 ... 1
sgn = sgn| A
Pji -+ Pja Pj, -+ Pja

Afin de pouvoir appliquer le lemme [2.2.4], nous posons

1 . 1
a; = et a; =1\ _ ,
Py Dj;

sgn (det(ay,...,aq)) = sgn(det(dr,...,aq)) .

et |'égalité recherchée devient

Or, nous savons que les points de I'ensemble P ont des coordonnées entiéres, donc le déterminant dans
le membre de gauche de cette derniére égalité est entier. De plus, les points de P sont en position
générale, donc le déterminant est non-nul. Il en suit que la valeur absolue de ce déterminant est plus
grande ou égale a 1. Une condition suffisante pour que les deux déterminants soient de méme signe est
alors

|det(ay,...,aq) —det(ay,...,aq)| < 1.
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Donc, en utilisant le lemme [2.2.4], pour que les deux ensembles soient équivalents il suffit que  satisfasse
(R+e)—R* < 1,

ol R est n'importe quel nombre plus grand que [|a;|| = 1/1 + ||p;, 2 pour tout indice j;. Par exemple
nous pourrions prendre R = (1 + M), la seule chose qui importe ici est que R soit polynomial en M.

En supposant que € < 1, nous pouvons écrire

d
(R+e)!—R? = ¢ ZRiil(R + )it
i=1
d
< e (R+1)7H R+

i=1
< ed(R+1)471,
et donc ¢ est « suffisamment petit » lorsque ¢ < W.

La seule chose a retenir de ces calculs est le lemme suivant.

Lemme 2.2.5. /l existe un polynéme h(t) tel que le complexe K est linéairement plongeable sur P si

et seulement si il est linéairement plongeable sur une m—perturbation quelconque de P.

Nous I'utiliserons plus loin dans la preuve pour nous assurer que les points de |'ensemble P/, dont

nous allons bientét entamer la construction, ont bien leurs normes bornées par un polynéme en M.

Projection sur un paraboloide

Nous identifions maintenant I'espace R?~! avec I'hyperplan R4~ x {0}, que nous appelerons par
la suite le plancher. Les points de P C R%~! sont donc vus comme étant plongés dans I'espace R?. La
d-éme coordonnée de R? sera appelée la hauteur, et nous utiliserons également des expressions telles

que au-dessus, en-dessous et vertical.

Soit le paraboloide IT défini par
O={zecR? | zg=a?+ - +22_, - M*}.

Pour tout indice ¢, nous notons ¢; la projection verticale de p; sur IT; plus précisément, nous posons

q; = 7m(p;), ot 7 est donné par

p

W:RdilﬁRd:pH 9
pl” — M?

41



Nous rassemblons tous ces points en un ensemble (). Remarquons que tous les points de @ se trouvent
en-dessous du plancher, et que leurs coordonnées sont entiéres. Pour mieux visualiser la situation, il est

conseillé d'examiner le cas d = 2, illustré sur la figure [2.3].

M

FIGURE 2.3 — Les points ¢; et le paraboloide II lorsque d = 2.

Nous expliquons maintenant I'idée centrale de la réduction.

Soit un point a € R? placé trés haut sur le paraboloide II. Pour tout indice i, nous notons p; le
point de percée du segment [ag;] dans le plancher. Les points py, ..., p, forment une e-perturbation des
points p1, ..., pq4, avec £ d'autant plus petit que le point a est placé haut. Construisons le cone {z} x K
de sommet z et de base K, et supposons que ce céne est plongé sur I'ensemble {a}UQ, avec le sommet
x envoyé sur le point a. Alors, en prenant l'intersection du céne avec le plancher, nous obtenons un
plongement linéaire de K sur les points py,...,D,. Si € est assez petit (c'est & dire, si le point a est

assez haut), alors K est également linéairement plongeable sur P.

FIGURE 2.4 — Plus le point a est placé haut, plus le point p; est proche du point p;.

Nous écrivons ceci, et le prouvons formellement, dans le lemme suivant et sa preuve.

Lemme 2.2.6. Sia est un point placé suffisamment haut sur le paraboloide I1, et si f est un plongement
linéaire du céne {z} * K sur I'ensemble {a} U Q satisfaisant f(x) = a, alors il existe un plongement

linéaire de K sur P. De plus, ce « suffisamment haut » peut étre borné par un polynéme en M.
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Démonstration. Pour l'instant, supposons seulement que le point a € II est au-dessus du plancher;
le « suffisamment haut » sera quantifié plus tard. Le point p; est l'intersection entre le plancher et
le segment [ag;]; cette intersection existe puisque a et ¢; se trouvent respectivement au-dessus et en-
dessous du plancher. L'ensemble des sommets de {«} * K est {x} UV, et puisque f(z) = a, nous avons
f(V) = Q, donc a une permutation des indices prés nous pouvons supposer que f(v;) = g;.

Soit la fonction linéaire g : |K| — R9~1 déterminée par g(v;) = p; et prenons deux simplexes

disjoints S, T € K. Il est clair que
conv g(S) C conv f({z}US) et convg(T) C conv f({z}UT),
et puisque f est un plongement linéaire, nous savons d’aprés le théoréeme [1.5.2] que
conv f({z} U S) N conv f({z} UT) = conv f(x) = {a} .

Donc
conv g(S) N convg(T) = 0.

Ceci valant pour toute paire de simplexes disjoints, la fonction linéaire g est un plongement linéaire, et

donc K est linéairement plongeable sur les points p1,...,Dn.
FIGURE 2.5 — Un plongement linéaire de {x} * K sur les points a,q,...,q, (en noir) détermine un
plongement de K sur les points py, ..., p, (en gris).

Soit maintenant h(t) le polynéme du lemme [2.2.5]. Nous voulons que a soit & une hauteur suffi-

samment élevée que pour avoir

1
lpi = pill < 7+ -
(M)

Le cas échéant, le complexe K sera linéairement plongeable sur P.
Notons u la projection orthogonale de a sur le plancher (donc w(u) = a, et |ju|| > M). Les droites
(au) et (p;q;) sont toutes les deux verticales, donc sont paralléles, et coupent les droites (ag;) et (up;),

ces deux derniéres droites étant sécantes en j;, comme on peut le voir sur la figure [2.4]. Donc, d'aprés
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le théoréme de Thalés, les triangles (¢;p;p;) et (aup;) sont semblables, et nous pouvons écrire

lpi — Dill _ [lu — pill
Ipi — il |u —all

ce qui, en utilisant le fait que 7(u) = a et m(p;) = ¢;, nous méne a

. llu — pill
lpi — pill = llpi — 7@l 77—
lu = m(u)]|
u — pi|
— (M2 — |p; 2> Mu—pill
(322 = llpsl = M
< M2 llull + |9l
B uf|? — M2

La région de |'espace bornée par le paraboloide IT étant convexe, tous les points du segment [ag;] se
trouvent dans cette région (puisque a,q; € II sont sur son bord). C'est en particulier le cas du point
D;i € [ag;] se trouvant sur le plancher, et donc ||p;|| < M (voir figure [2.4]). Cette derniére inégalité nous

permet finalement d'écrire

) [[ull + [2:ll

pi —pil| < M? 1

Ioi — il T
e flull+M  M?

Jul* = M2 Jull =M’
et donc une condition suffisante pour que ||p; — p;|| < W est que |jul| > h(M)M? + M. Il est
ensuite facile de traduire cette condition en une borne inférieure sur la hauteur de a, et cette borne est

polynomiale en M, comme désiré. O

Un gadget pour fixer le sommet du céne

Nous venons de voir que si le cone {x} x K est plongeable sur {a} U Q, avec le sommet x du cone
envoyé sur le point a, alors K sera plongeable sur P. Cependant, dés lors que le sommet z est envoyé
sur un autre point que a, le lemme [2.2.6] ne s'applique plus et K n'est pas forcément plongeable sur

P, comme on peut le voir sur la figure [2.6].
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f(x) = a

f(x) =g

FIGURE 2.6 — Un bon (avec f(z) = a) et un mauvais (avec f(z) # a) plongement de {z} * K sur
{a} U Q. Le premier détermine un plongement de K sur P, mais pas le second.

[l nous faut donc trouver un moyen de forcer le céne a se plonger de facon a ce que f(x) = a. Nous
réaliserons ceci au moyen d'un petit complexe simplicial 7' ne pouvant se plonger dans R? que d'une
maniére bien particuliére. Ce gadget sera ensuite attaché au céne et servira de contrainte empéchant les

plongements indésirables de se réaliser.

Commengons d’abord par construire récursivement une famille de complexes S, pour tout k > —1,

au moyen des définitions
S_1=0  Sp={zk,ys}* k-1,

ol g, Yo, T1,Y1,-.. sont des sommets distincts. Nous noterons dés a présent X = {xg,...,xq} et
Y ={yo,...,ya}. Le gadget est alors le complexe simplicial suivant.
T:= 5\ {X}

Intuitivement, le complexe T' consiste en deux d-simplexes X et Y imbriqués les uns dans les autres,

avec chaque (k — 1)-face de X formant un d-simplexe avec une (d — k)-face de Y.

45



X1

T

X2

FIGURE 2.7 — Le gadget T lorsque d = 2.

Avant de discuter des propriétés des plongements |T| — R?, nous montrons que ces plongements

existent réellement, c’est a dire nous décrivons une réalisation géométrique particuliére de 7" dans R¢.

Nous commenc¢ons par montrer la (d 4+ 1)-plongeabilité de Sy. Soit (ag,a1,...,aq) une base de
I'espace vectoriel RT1 et voyons I'espace R¥t1 comme étant le sous-espace engendré par les vecteurs
ag,a1,.-.,a. Nous identifions les sommets x; et y; avec les points a; et —a; respectivement. Il est
clair que cette identification détermine un plongement linéaire de Sy = {0, {zo}, {vo}} dans R. Nous
supposons que cette identification détermine également un plongement linéaire de Sj,_; dans R*. Alors,
puisque S est la suspension de Sy_; entre les sommets xj, et yi, et puisque les points ay et —ay se
trouvent d'une part et de I'autre de I'espace R* (vu comme sous-espace de R¥*1), cette identification
détermine un plongement linéaire de S, dans R*+1. Donc par induction, le complexe Sy est linéairement
(d + 1)-plongeable.

Soit maintenant le point ¢ := %(ug + u1 + - -+ 4 ug). Depuis ce point, nous projetons le complexe
T = Sq\ {X}, vu comme étant plongé dans R%*!, sur I'hyperplan aff(ag, ai,...,aq). Il est facile de
voir que cette projection est injective sur T, et nous obtenons donc un plongement linéaire de 1" dans

un espace de dimension d. Dans ce plongement linéaire, le sommet x; est envoyé sur a;, tandis que

le sommet y; est envoyé sur un point b;, point de percée dans aff(ag,aq,...,aq) de la droite passant
par —a; et ¢. Un simple calcul permet d'exprimer les points bg, by, ...,bq en tant que combinaisons
convexes des points ag, ai, . .., ag. Nous identifions I'hyperplan aff(ag, a1, ..., aq) avec R? et rangeons

nos résultats dans un lemme.

Lemme 2.2.7. Soientag, a1, .. .,aq des points de R% en position générale. Soient les points by, b1, . . ., bg

définis par
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Alors ['identification x; — a;, y; — b; détermine un plongement linéaire de T dans R?.

Remarque. Une interprétation géométrique plus élégante de cette discussion est possible. Le complexe
Sq est le bord de I'hyperoctaédre conv(ag, —ag, a1, —a1,...,aq4, —aq), un objet plus connu sous le
terme anglais de cross-polytope. Le complexe T est le diagramme de Schlegel obtenu en projetant cet

hyperoctaédre par le point ¢ sur la face conv(ag, a, ..., aq).

Soit maintenant un plongement linéaire f : |T| — R? quelconque, pas forcément celui que nous
venons de décrire. De la discussion précédente, il est clair que Sy est topologiquement une d-sphére.
Le complexe T', obtenu en retirant un d-simplexe X a cette d-sphére, est donc topologiquement une
d-boule. En fait, f(|T']) est une subdivision du d-simplexe conv f(X). En particulier, nous avons f(Y) C

conv f(X).
Lemme 2.2.8. Tout plongement linéaire f : |T| — R? satisfait f(Y) C conv f(X).

Ce résultat sera utilisé pour contraindre le céne décrit précédemment a se plonger comme nous le

voulons.

Le complexe K’ et I’ensemble P’

C’est maintenant que nous assemblons les différentes piéces du puzzle afin de contruire les K’ et P’
promis en début de section.

Pour K’, nous prenons simplement
K' = ({zo}*K)UuT,

ou le sommet zp du cone {zo} * K est le méme sommet 9 € X du gadget T. Autrement dit, le gadget
est collé au sommet du cone. Donc, |'ensemble des sommets de K’ est

V' = vert(K') = vert(K) U vert(T) = VU X UY .

FIGURE 2.8 — Un complexe K (a gauche) et le complexe K’ correspondant (a droite), lorsque d = 2.
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Pour I'ensemble P’ c'est un peu plus délicat, bien que tout les éléments nécessaires a sa construction

aient déja été introduits précédemment. Nous choisissons des points ag,as,...,aq € R? (rassemblés
dans un ensemble A) et les utilisons pour définir des points by, b1, . .., bq (rassemblés dans un ensemble
B) au moyen des formules du lemme [2.2.7]. Les points de A sont choisis de maniére 3 satisfaire les

conditions suivantes.
e Les points de A sont a coordonnées entiéres.

o Les coordonnées des points de A sont toutes divisibles par (2d + 1).

De cette maniére, les points de B sont également a coordonnées entiéres, puisqu'ils sont définis

au moyen des formules du lemme [2.2.7].

e Les points ay, ..., aq satisfont I'hypothése du lemme [2.2.6].

Donc ils sont placés « suffisamment hauts » sur le paraboloide II.
e Le point ag se trouve sur I'axe vertical {0}9~! x R et est placé au-dessus des points ay, ..., aq4.

e Pour tout point ¢ € @ le segment [agq] transperce le simplexe conv B.

Pour que cette condition soit réalisée il est suffisant que les projections orthogonales des points
b1,...,bq sur le plancher forment un (d — 1)-simplexe contenant tous les points de P. Un calcul
utilisant les formules du lemme [2.2.7] permet de montrer que c'est possible en plagant les points

de A trés hauts, mais tout en conservant une borne polynomiale en M sur les coordonnées.

La figure [2.9] devrait éclairer le lecteur sur la maniére de placer ces points.
Finalement, nous posons :

P =QUAUB.

La suite est facile a deviner : nous allons montrer que dans tout plongement de K’ sur P/, les
sommets de V' sont envoyés sur @, ceux de X sur A, et ceux de Y sur B. Nous aurons alors un « bon »

plongement du céne {zo} * K, et pourrons appliquer le lemme [2.2.6].
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L] b2 bl.

q
? ds Q4

FIGURE 2.9 — Les points de P’ (en noir) et de P (en gris) lorsque d = 2.

Lemme 2.2.9. K’ est linéairement plongeable sur P’ si et seulement si K est linéairement plongeable
sur P. De plus, la construction de K’ et P’ peut se faire en un temps polynomial en les tailles de K et
P.

Démonstration. Réglons d'abord le point « constructible en un temps polynomial » de I'énoncé. Le
complexe K’ posséde |V'| = [VUXUY| = (n+2d+2) € O(n) sommets, et P’ contient bien sir
autant de points. De plus, tout au long de cette section nous nous sommes arrangés pour que les
points de P’ soient a coordonnées entiéres bornées par un polynéme en M. Donc la réduction est bien
polynomiale.

Pour la suite, il est conseillé de garder en téte la liste des conditions satisfaites par les points A et
B ainsi que le dessin de la figure [2.9].

Soit maintenant f un plongement linéaire de K’ sur P’. Ce plongement se restreint en un plongement
de T C K’ dans R¢, et donc d’aprés le lemme [2.2.8], nous savons que f(Y) C conv f(X). En particulier,
les points de f(Y') doivent é&tre des points intérieurs de I'enveloppe convexe de P’. Or, les points de
QU A se trouvent tous sur I, qui borde une région convexe de I'espace, a |'exception de ag qui se trouve
au-dessus de tous les autres points de P’. Donc aucun des points de Q U A ne peut étre point intérieur,
et nous devons avoir f(Y) = B.

Alors, puisque B C conv f(X), I'ensemble f(X) doit contenir un point situé plus haut que tous
les points de B, et le seul point de P’ ayant cette propriété est ag. Donc ag € f(X). Supposons que
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f(xi) = ao, et que f(x;) = g, pour des indices ¢ # j et un point ¢ € Q. Les ensembles {z;,z;} et
Y sont des simplexes disjoints de K’, et donc leurs images par le plongement f doivent étre disjointes
également (cf théoréme [1.5.2]). Or nous savons que le segment [agq| intersecte conv B pour tout
g € @, une contradiction. Donc f(X) ne contient aucun point de Q. Puisque f(X) ne peut pas non
plus contenir des points de B (car on a déja f(Y') = B), nous devons avoir f(X) = A. Par élimination,
les sommets de V' ne peuvent maintenant plus qu’étre envoyés sur Q). Donc f(V) = Q.

Supposons maintenant que le sommet x( est envoyé sur le point ag. Soit un sommet v € V'; nous
avons f(v) = ¢ pour un certain point ¢ € Q. Les ensembles {xo,v} et Y sont des simplexes de K’
(le sommet xz( est connecté a tout sommet v € V, puisque {zo} * K C K’), et sont disjoints, donc
leurs images par f doivent &tre disjointes. Nous avons encore une contradiction puisque [agg| intersecte
conv B. Donc f(xg) = a; pour un indice i # 0.

Nous pouvons finalement appliquer le lemme [2.2.6] : le plongement f se restreint en un plongement
linéaire de {z} * K sur {a;} UQ, ot a; est un point suffisamment haut sur le paraboloide II. Donc il
existe un plongement linéaire du complexe K sur I'ensemble P.

L’implication dans I'autre sens est triviale : si K est plongeable sur P, il est clair que nous pouvons
aussi plonger K sur @, et donc {zo} * K sur {a;} UQ, pour un a; quelconque autre que ag. Il reste
alors a plonger T' sur AU B, ce qui est possible d’aprés le lemme [2.2.7], et nous obtenons bien un

plongement linéaire de K’ sur P'. O

\

A\

FIGURE 2.10 — K’ se plongera toujours sur P’ d’'une maniére similaire a celle-ci.
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Corollaire 2.2.10. Le probléme FixEmbed, est NP-difficile pour tout d > 2.

Démonstration. Le lemme [2.2.9] signifie que nous avons une réduction (polynomiale) du probléme
FixEmbed,_; au probléme FixEmbedy. Donc FixEmbed, est au moins aussi difficile que FixEmbedy_1.
Or, nous savons que FixEmbeds est NP-difficile (théoréme [2.2.1] de Cabello). Donc par induction
FixEmbed, est NP-difficile pour tout d > 2. O

NP-complétude

Nous avons quasiment terminé de prouver le théoréme [2.2.3] : il ne reste plus qu'a montrer que
FixEmbedy est dans NP, ce qui combiné avec le corollaire [2.2.10] achévera la preuve de la NP-

complétude.

Théoréme 2.2.11. Le probléme FixEmbedy est dans NP pour tout d > 1.

Démonstration. Pour une entrée (K, P) au probléme de décision FixEmbedy nous prenons comme
certificat une bijection f : V' — P. Il est clair que cette bijection peut s'encoder par une chaine de bits
de taille polynomiale en la taille de (K, P). D'aprés le théoréme [1.5.2] pour vérifier que f détermine un

plongement linéaire f : |K| — R? il suffit de vérifier que
conv f(X) N conv f(Y) = 0

pour toute paire de simplexes disjoints X,Y € K. Or le nombre de telles paires de simplexes est
polynomial en le nombre de simplexes de K, et vérifier que chaque intersection est vide peut également
se faire en un temps polynomial. Donc la validité d’une solution potentielle f peut se vérifier en un

temps polynomial : FixEmbed, est dans NP. O
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Chapitre 3

Plongeabilité partiellement linéaire

3.1 Tableau des complexités connues

Il arrive fréequemment en topologie qu'un probléme soit facile pour des petites dimensions, mais
qu'il devienne vite insoluble pour de plus grandes dimensions; des exemples de ce phénoméne ont été
donnés a la fin des sections [1.1] et [1.5]. Il est donc peut-&tre étonnant que pour le probléme de la
plongeabilité partiellement linéaire, il est possible pour des dimensions arbitrairement grandes de trouver
des cas faciles (résolubles en temps polynomial) cétoyant des cas difficiles, voire indécidables. Afin de
pouvoir mieux distinguer ces différents cas, pour la plongeabilité partiellement linéaire nous tiendrons
compte non seulement de la dimension de |'espace dans lequel nous voulons plonger un complexe, mais

également de la dimension du complexe en question.

Définition 3.1.1. Embed; .4 est le probléme prenant en entrée un complexe simplicial K de dimension

au plus k et décidant s'il existe un plongement partiellement linéaire de K dans R%.

Remarque. Contrairement au cas de la plongeabilité linéaire, il n'est cette fois pas intéressant de consi-

dérer des restrictions sur le placement des sommets du complexe.

Le tableau qui suit, inspiré de celui de [ ], illustre bien la richesse de ce probléme.
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d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

k

1 7/

2 v 1 X

3 T XX v

4 X ND X X v

5 ND ND X X 7TV

6 ND ND X X X 17 Vv

7 ND ND x Xx x ? 1?1 V/

8 ND ND x x x x 7 17 /
v : décidable en temps polynomial X : NP-difficile
ND : indécidable ? : complexité inconnue

TABLE 3.1 — Complexité algorithmique de Embedy_,q pour différentes paires (k,d). Les cases corres-
pondant a des cas triviaux sont laissées vides.

De nombreuses questions se posent suite a la lecture de ce tableau. Par exemple, comment expliquer
le fait contre-intuitif que des cas faciles existent pour des dimensions arbitrairement grandes ? Pourquoi
Embedy,_,o5 est-il toujours facile & I'exception du cas k = 27 D'ou provient I'indécidabilité de certains
cas?

Dans cette section nous allons tenter de donner des débuts de réponses a ces questions. Cependant,
donner des preuves pour chacun des résultats du tableau [3.1] nécessiterait I'introduction de nombreuses
notions de topologie algébrique sortant largement du cadre de ce mémoire. Nous nous contenterons
donc de donner de trés courtes esquisses et de renvoyer le lecteur a la littérature mentionnée. Le cas
de la planarité sera toutefois vu en détail a la prochaine section [3.2]. Pour les cas ol la complexité est
inconnue, nous mentionnons des pistes possibles. Afin de simplifier la compréhension, les arguments sont

numérotés, et nous donnons un second tableau [3.2] indiquant le numéro correspondant a chaque cas.

Remarque. Rappelons que rien dans la définition d'un probléme NP-difficile ne garantit la décidabilité
du probléme. Il est donc tout a fait possible que certaines cases du tableau [3.1] marquées d'un symbole

X correspondent en fait a des problémes indécidables.

0. Monotonicité

Dans la définition [3.1.1] du probléme Embedy_,4 nous demandons en entrée un complexe simplicial
de dimension au plus k. Il est donc clair qu'un algorithme décidant Embedy,_, 4 peut également s'appliquer
a Embed;_,q pour tout K’ < k. Combiné aux arguments suivants, cette simple observation permettra

déja de remplir de nombreuses cases du tableau.
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1. Cas des graphes

Le probléme Embed;_,; est équivalent au probléme trivial LinEmbed; de la section [2.1]. Quant &
Embed;_,o il s'agit du probléme de la planarité d'un graphe, bien connu pour étre résoluble en temps

polynomial.

2. Planarité des 2-complexes

Décidable en temps polynomial d’aprés le corollaire [3.2.4] qui sera démontré en détail a la prochaine

section.

3. Reconnaitre une d-sphére

Pour le dire en quelques mots, les cas indécidables du tableau sont diis a I'impossibilité de reconnaitre

une d-sphére lorsque d > 5, un résultat que nous avions déja mentionné dans le théoreme [1.3.3].

Une d-sphére d’homologie est une variété topologique ayant les mémes groupes d'homologie (entiére)
que la d-sphére. En dimension d > 3 il peut arriver qu'une d-sphére d’homologie ne soit pas homéomorphe
a la d-sphére traditionnelle. L'exemple le plus connu est probablement celui de la 3-sphére d’homologie de
Poincaré, obtenue en identifiant les faces opposées d'un dodécaédre, et dont on peut montrer qu'elle n'est
pas simplement connexe, et donc qu'elle n'est pas une 3-sphére (voir par exemple | ]). Lorsqu'une
d-sphére d'homologie est donnée sous la forme d'un complexe simplicial, nous pouvons nous poser la

question de savoir si ce complexe simplicial est en fait une d-sphére traditionnelle.

Définition 3.1.2. TrueSphere, est le probléme prenant en entrée un complexe simplicial .S homéo-
morphe a une d-sphére d'homologie et décidant si S est homéomorphe a la d-sphére standard.

Un résultat célébre de Novikov affirme que pour des dimensions assez grandes ce probléme est

indécidable (voir | ] pour une preuve détaillée).
Théoréme 3.1.3 (Novikov). Le probléme TrueSphere, est indécidable pour tout d > 5.
Ensuite, Matousek et al. [ ] ont démontré le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.4. Soit S un complexe simplicial homéomorphe a une d-sphére d’homologie et soit
K son (d — 1)-squelette. Alors K est partiellement linéairement d-plongeable si et seulement si S est

homéomorphe a la d-sphére standard.

Nous avons un intéressant corollaire.
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Corollaire 3.1.5. Le probléme Embed 4_1)_,q est indécidable pour tout d > 5.

Démonstration. Le théoréme [3.1.4] signifie que le probléme TrueSphere,, qui est indécidable pour
d > 5 d'aprés [3.1.3], peut se réduire au probléme Embed j_1)—q- O

4. Obstruction de Van Kampen

L'esquisse qui va suivre est inspirée de [ | ainsi que de | |; des références sont | :

Soit X un espace topologique quelconque. Le produit effacé de X est I'espace topologique suivant.
X3 = {(z,22) €EX x X | 21 # 22}

L'inversion de couples (z1,22) — (z2,21) munit cet espace d'une action libre de Z,.

Si on nous donne un plongement topologique f : X — R, celui-ci induit une fonction continue f
sur X% prenant ses valeurs dans la (d — 1)-sphére.

z _ f(m1) = f(z2)
o) = rre S fa)l

Cette fonction est équivariante (pour I'action de Zs) ce qui signifie que nous avons f(y, x) =—f(z,y).
Donc, I'existence d'une fonction équivariante de X3 dans S¢~! est une condition nécessaire a la d-
plongeabilité de I'espace topologique X . En fait, un théoréme nous dit que lorsque X est le polyédre d'un

complexe simplicial, alors pour certaines dimensions cette condition nécessaire est également suffisante.

Théoréme 3.1.6 (Haefliger-Weber). Soit K un complexe simplicial. Si dim K < 25{7—3 alors le polyédre
| K| est partiellement linéairement d-plongeable si et seulement si il existe une fonction équivariante de
|K|3 dans S9-1.

Donc pour un certain intervalle de dimension, appelé I'intervalle métastable, décider la d-plongeabilité

PL d'un k-complexe revient a décider |I'existence d'une certaine fonction équivariante.

Maintenant, lorsque d = 2k, certains résultats de topologie algébrique permettent de montrer
qu'une fonction équivariante existe si et seulement une certaine classe de cohomologie entiére 0 €
H2’“(|K|2A/Zg,), que nous ne définirons pas ici, est triviale. Cette classe de cohomologie s’appelle
I'obstruction de Van Kampen. L'important est que si on nous donne le complexe K il est possible de
construire 0k et de tester si o = 0 en un temps polynomial (I'annexe D de | ] montre explici-
tement comment le faire). Finalement, remarquons que lorsque d = 2k la condition k < % se réécrit
k> 3.
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Théoréme 3.1.7. Le probléme Embedy, .o, est dans P pour tout k > 3.

5. Encoder la satisfiabilité booléenne

Nous avons vu en sous-section 4 que l'obstruction de Van Kampen ne permettait de prouver la
polynomialité de Embed, o que pour k > 3. En fait, Matousek et al. ont réussi a réduire au probléme
Embedy_,4 le probléme 3SAT (satisfiabilité booléenne d'une conjonction de 3-clauses). lls ont ensuite

2d—2
3

généralisé leur résultat afin de réduire 3SAT a Embedj_.4 lorsque k = [ ] (c'est a dire en dehors de

I'intervalle métastable) et d > 4. Ces réductions sont le sujet principal de I'article | ]

Théoréme 3.1.8. Le probléme Embedy,_,q est NP-difficile pour tout k = [2%2] et d > 4.

6. Autres cas métastables

[l semblerait que les cas métastables pour k < 2d et d > 4 pourrait étre décidés au moyen du calcul
d’une quantité appelée le Zy-indice | , chapitre 5]. Des recherches allant dans ce sens ont été

entamées [ ]

7.Lecasd =3

Etonnament, nous ne savons rien de la plongeabilité partiellement linéaire dans R3, nous n'avons
méme pas de preuve de décidabilité! Un lien entre Embeds_.3 et la plongeabilitée déliée de graphes est
connu, ce qui pourrait indiquer une piste [ ]. Un plongement d’'un graphe dans R? est délié si

toute paire de cycles du graphes borne deux disques disjoints.

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

k

17 1 1

2 2 7 5

3 7 0 5 4

4 0 3 5 5 4

5 0 3 0 5 6 4

6 0 3 05 5 6 4
7 0 3 0 0 5 6 6 4
8 0 3 0

0 5 5 6 6 4

TABLE 3.2 — Explications des résultats du tableau [3.1].
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3.2 Planarité des complexes simpliciaux

Le mot planarité est bien entendu un synonyme de 2-plongeabilité. Il n'est d'ailleurs pas nécessaire

de préciser de quel type de 2-plongeabilité nous parlons (voir théoréme de Fary [1.5.5]).

Critéres pour la planarité
Une caractérisation bien connue des graphes planaires est donnée par le théoréme de Kuratowski.

Théoréme 3.2.1 (Kuratowski). Un graphe G est planaire si et seulement si il ne contient aucune

subdivision de K5 ou K3 3.

Halin et Jung [ ] ont démontré un théoréme analogue pour les complexes. Indépendamment,
Mardesi¢ et Segal [ ] ont découvert le méme théoréme quelques années aprés, mais I'ont exprimé
sous une autre forme. C'est cette seconde forme du théoréme de Halin-Jung que nous utiliserons, mais

nous la démontrerons en nous basant plutét sur la preuve disponible dans | ]

Ce théoréme utilise deux sous-complexes interdits en plus des graphes K5 et K3 3. Il s'agit du
parapluie U (homéomorphe a un segment dont une extrémité a été collée a un triangle) et du 2-complexe

S? (homéomorphe a une sphére) représentés dans la figure suivante.
—
FIGURE 3.1 — Le parapluie U (a gauche) et la sphére S (a droite).

Théoréme 3.2.2 (Halin-Jung). Un complexe simplicial K est planaire si et seulement si les 3 conditions

suivantes sont réunies.
(1) La premiére subdivision barycentrique de K ne contient aucune subdivision de K5 ou K3 3.
(2) K ne contient aucune subdivision de U.
(3) K ne contient aucune subdivision de S?.

Démonstration. | est clair que chacune des 3 conditions est nécessaire a la planarité. Montrons donc que
si les conditions sont satisfaites alors le complexe est planaire. Nous savons déja que K est de dimension

au plus 2, puisque que si K contenait un 3-simplexe alors il contiendrait S2. Soit  un sommet de K et

57



intéressons nous a son lien 1k(z), c'est a dire aux simplexes de K disjoints de 2 mais contenus dans un
simplexe incident avec x. Puisque K est de dimension au plus 2, le lien 1k(x) est un graphe.

Ce graphe est soit acyclique soit constitué d'un unique cycle. En effet si Ik(x) contenait un cycle de
sommets 41, ..., Yy, ainsi qu'un sommet z disjoint de ce cycle, alors nous pourrions placer une subdivision
d'un parapluie dans le complexe K : la pointe du parapluie serait sur z, la base de son manche sur z,
et ses baleines® relieraient 2 aux sommets y;. Donc si lk(x) contient un cycle il ne contient rien d'autre
que ce cycle.

Si lk(x) est acyclique, le voisinage de z est topologiquement une union d'arétes et de triangles
joints en un point. Si ce voisinage comporte deux triangles ou plus, nous transformons localement K
comme sur la figure [3.2]. Si lk(x) est un cycle nous ne faisons rien. Nous procédons ainsi pour tout
sommet x du complexe. Remarquons que cette transformation conserve les 3 conditions du théoréme
et que la transformation inverse (la contraction d'une étoile) conserve la planarité. Nous pouvons donc
continuer la preuve avec le complexe K modifié. Le but de cette manipulation était de s'assurer que
topologiquement le voisinage de chaque sommet du complexe est soit un disque (cas cyclique) soit une

union d’arétes et d'un unique triangle (cas acyclique).

FIGURE 3.2 — La transformation opérée sur K en chaque sommet dont le lien est acyclique, dans le
voisinage d'un tel sommet z.

Soit maintenant le sous-complexe L contenant tous les triangles de K. Par construction L, ou plutét
son polyédre, est une surface a bord. D'aprés le théoréme de classification des surfaces compactes, L
est donc une union de sphéres auxquelles on a attaché des poignées, attaché des rubans de Moébius, et
percé des trous. Mais d'aprés la condition (1) le graphe K3 3 ne peut pas &tre dessiné sur L, or il est
possible de dessiner K33 3 sur un tore ou un plan projectif, comme on peut le voir sur la figure [3.3]. Donc
les sphéres de L sont sans poignées ni rubans de Moébius. De plus d'aprés la condition (3) chacune des
sphéres doit &tre percée au moins une fois.

Donc le complexe simplicial L est une union de disques a trous que nous pouvons facilement plonger
dans le plan. Il reste maintenant a plonger les arétes restantes de K, ce qui est encore possible grace a
la condition (1). O

1. Les baleines sont les tiges soutenant la toile d'un parapluie.
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Algorithme pour tester la planarité

Le théoréme de Kuratowski permet de vérifier la planarité d'un graphe en un temps polynomial. Le

théoréme de Halin-Jung permet la méme chose pour les complexes simpliciaux.

Théoréme 3.2.3. Les conditions du théoréme [3.2.2] peuvent étre vérifiées en un temps polynomial.

Démonstration. Nous nous baserons sur I'esquisse d'algorithme donnée dans [ , annexe A].

Condition (1). La définition [1.1.4] nous permet de construire la premiére subdivision barycentrique K’
de K au moyen d'un algorithme de parcours en profondeur, et donc en temps polynomial. Nous pouvons

ensuite tester la planarité du 1-squelette de K’, ce qui peut encore se faire en temps polynomial.

Condition (2). Comme déja détaillé dans la preuve du théoréme [3.2.2], nous pouvons vérifier pour
chaque sommet x que le lien lk(x) est soit acyclique soit constitué d'un unique cycle. C'est faisable en

temps polynomial.

Condition (3). Supposons que K contienne un sous-complexe S isomorphe & une subdivision de 52
et posons
c={XeS|dmX=2}.

Cet ensemble est donc une 2-chaine o € Cy(K). Toute aréte de S est contenue dans exactement deux
triangles de o tandis que les autres arétes de K ne sont contenues dans aucun triangle de o. Donc
0o =0, c'est a dire 0 € Z3(K), et puisque Bz(K) =0 on a [o] # 0. En particulier, Hy(K) # 0.

Réciproquement, supposons Ha(K) # 0 et prenons une classe d'"homologie non nulle [o] € H2(K).
C'est a dire que o € Z(K) est un ensemble de triangles satisfaisant 9o = 0. Soit S le sous-complexe
de K contenant tous les triangles de o. Par définition de I'application bord on a :

0Jo =0 <= toute aréte de K se trouve dans un nombre pair de triangles de S.

Or le graphe K3 3 est contenu dans la premiere subdivision barycentrique de trois triangles partageant
une méme aréte. Puisqu'a cette étape de I'algorithme on sait déja que le complexe satisfait la condition
(1), une aréte de K ne peut se trouver que dans 0 ou 2 triangles de S, car autrement K33 serait
plongeable dans K (voire troisieme dessin sur la figure [3.3]). Donc S est une surface fermée (compacte
et sans bord). Nous pouvons de plus supposer qu'elle est connexe (si ce n'est pas le cas, nous remplacons
S par une de ses composantes connexes). En utilisant le théoréme de classification des surfaces, nous
voyons que S ne peut &tre qu'une sphére, car si c'était autre chose on pourrait dessiner K33 sur S, et
donc sur K, ce qui contredirait encore une fois la condition (1). Donc S est un sous-complexe isomorphe

3 une subdivision de S2.
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Nous venons donc de montrer que lorsque les conditions (1) et (2) sont remplies :
K ne contient aucune subdivision de S? <= Hy(K)=0.

Pour vérifier (3) il est donc suffisant de vérifier Hy(K) = 0. Cherchons donc un 2-cycle non trivial.
Nous initialisons une chaine o := () et lui rajoutons successivement des éléments : d'abord un premier
triangle arbitraire, puis les triangles partageant une aréte avec le premier triangle (on peut les trouver en
temps linéaire), et ainsi de suite. Si nous finissons par tomber sur un triangle avec une aréte libre (qui
n'est incidente & aucun autre triangle de K), nous rejetons tous les triangles de o (sans les remettre
dans K) et recommencons avec un des triangles restants. Si cette procédure épuise tous les triangles de
K nous avons Ho(K) = 0 et le complexe est planaire; autrement nous obtenons un 2-cycle non trivial
et le complexe n'est pas planaire. Le fait que chaque aréte n'est contenue que dans au plus 2 triangles

nous assure que cet algorithme est polynomial.
O

FIGURE 3.3 — Le graphe K3 3 respectivement plongé dans un tore, un plan projectif, et trois triangles
partageant une aréte.

Corollaire 3.2.4. Embed; .o et LinEmbeds peuvent étre résolus en temps polynomial.

Démonstration. Nous venons de donner un algorithme pour résoudre Embeds ., et nous savons du

théoréme de Fary [1.5.5] que les différents types de 2-plongeabilité coincident. O
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Chapitre 4

Nombre de croisements

4.1 Mesures de non-planarité d'un graphe

Le dernier chapitre de ce mémoire est consacré au nombre de croisements, une généralisation d'un
concept de théorie des graphes, que nous étendrons aux complexes simpliciaux. Afin de motiver |'étude
de ce nombre, nous passons rapidemment en revue quelques mesures de non-planarité fréequemment
étudiées en théorie des graphes. Chacune de ces mesures pourrait étre étendue aux complexes simpliciaux,
devenant ainsi une mesure de non-plongeabilité. La terminologie francaise pour ces invariants ne semblant

pas étre fixée, nous préciserons les termes anglais correspondants pour chacun d’entre eux.

Tout au long de cette section, G désigne un graphe, c'est a dire un complexe simplicial de dimension
au plus 1.

Le nombre de croisements (crossing number)
Il s’agit de l'invariant que nous étendrons aux complexes simpliciaux dans les sections suivantes.

Le nombre de croisements cr(G) est le nombre minimum de croisements entre arétes dans tout
dessin du graphe G dans le plan, c'est a dire dans toute fonction partiellement linéaire |G| — R2, pour
utiliser le langage de la section [1.5]. Par croisement nous entendons une intersection entre les intérieurs

(relatifs) de deux arétes distinctes; les sommets du graphe ne comptent pas pour des croisements.

Nous pouvons obtenir un autre nombre de croisements en posant une restriction sur le type de
fonctions continues |G| — R? considérées. Le nombre rectilinéaire de croisements lin-cr(G) est le
nombre minimum de croisements entre arétes dans tout dessin rectilinéaire du graphe G dans le plan.
Donc cette fois dans un dessin du graphe les arétes doivent &tre des segments de droites, c'est a dire

que les fonctions continues |G| — R? doivent &tre linéaires au sens de la section [1.5].
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Il est clair que le théoreme de Fary [1.5.5] peut étre reformulé au moyen du nombre de croisements.
Théoréme 4.1.1 (Fary). Pour tout graphe G, cr(G) = 0 si et seulement si lin-cr(G) = 0.

Mais en dehors du cas des graphes planaires, les nombres cr(G) et lin-cr(G) ne coincident en général
pas. En fait il a été montré qu'il existe des graphes G satisfaisant cr(G) = 4 mais pour lesquels le nombre

lin-cr(G) peut &tre arbitrairement grand | I

La complexité algorithmique du calcul des nombres de croisements est connue. Il existe d"ailleurs un

lien entre le nombre rectilinéaire de croisements et la théorie existentielle des réels de la section [1.3].

Théoréme 4.1.2. Soit un graphe G et un nombre k.
e Décider si cr(G) < k est N P-complet [GJ83].

e Décider si lin-cr(G) < k est ET R-complet [ , ).

Une analyse détaillée de différents algorithmes pour calculer ou approximer les nombres de croise-

ments est disponible dans | |

Remarque. Une définition légérement différente du nombre de croisement existe. Le nombre de croise-
ments deux a deux (pairwise crossing number) pair-cr(G) compte le nombre de paires (non-ordonnées)
d'arétes disjointes impliquées dans un croisement. Dans cette définition, les intersections multiples entre
deux arétes ne comptent donc que pour un seul croisement. Il peut arriver que certains auteurs utilisent
cette définition en lieu et place du nombre de croisements « standard » | ]. Il est conjecturé | ]
que cr(G) = pair-cr(G) pour tout graphe G, ce que certains considérent comme un des plus importants
problémes ouverts sur les nombres de croisements | ]. Un résumé des connaissances actuelles sur
les relations entre les différents nombres de croisements (standard, deux a deux, rectilinéaire, ainsi que

d'autres variantes) est disponible dans I'article de Székely | ]

FIGURE 4.1 — Ces deux dessins ont 1 pour nombre de croisements deux d deux, car cette variante ne
tient pas compte des croisements multiples entre deux arétes. Le graphe complet K étant planaire, son
nombre de croisements (standard, rectilinéaire, ou deux a deux) est bien entendu 0.
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L’épaisseur (thickness)
Deux articles de survol sur ce sujet sont [ , ]

L'épaisseur th(G) est le nombre minimum de sous-graphes planaires de G dont I'union est G.
Formulé alternativement, th(G) est le nombre minimum de couleurs nécessaires pour colorier les arétes
de G de maniére a ce que le graphe puisse étre dessiné dans le plan sans croisements entre arétes
de méme couleur. Le mot épaisseur provient de l'intérét du probléme pour la conception de circuits
intégrés a trés grande échelle (VLS/ design) : si le graphe G représente un circuit a imprimer en plusieurs
couches superposées sur une méme surface, I'épaisseur est le nombre minimum de couches nécessaire.
Par définition on a toujours th(G) > 1, avec égalité si et seulement si le graphe est planaire. Lorsque
th(G) = 2 on dit que le graphe G est biplanaire; en fait le concept d'épaisseur trouve son origine dans

I'étude des graphes biplanaires | ]

Comme pour le nombre de croisements, I'épaisseur existe en une version rectilinéaire (bien que ce ne
soit pas cet adjectif qu'on utilise en général). L' épaisseur géométrique lin-th(G) est le nombre minimum
de couleurs nécessaires pour colorier les arétes de G de maniére a ce que le graphe puisse étre dessiné

rectilinéairement dans le plan sans croisements entre arétes de méme couleur.

Cette mesure de non-planarité est fort différente du nombre de croisements. Par exemple, un dessin
optimal relativement & I'épaisseur pourrait comporter beaucoup de croisements (entre des arétes de
couleurs différentes) et donc avoir un grand nombre de croisements.

Le genre (genus)

Le panorama de théorie topologique des graphes disponible dans | | peut servir de référence

pour ce sujet.

Dans la section [3.2] nous avons briévement mentionné que les graphes non-planaires K5 et K3 3
pouvaient étre plongés dans un tore ou un espace projectif. Ceci motive I'étude des dessins de graphe
sur d'autres surfaces que le plan. Le genre g(G) est le nombre minimum de poignées & rajouter au plan
pour que G puisse y &tre dessiné. Similairement, le genre non-orientable g(G) est le nombre minimum de
rubans de Moébius a rajouter au plan pour que G puisse y étre dessiné. Ces deux mesures de non-planarité

sont fréquemment étudiées en théorie topologique des graphes.

Remarquons que les plongements dans d'autres surfaces que le plan permettent aussi de généraliser
le nombre de croisements (resp. |'épaisseur) a ces surfaces. Nous pourrions par exemple considérer le
nombre minimum de croisements (resp. couches superposées) nécessaires pour dessiner un graphe sur

le tore.
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4.2 Croisements et complexes simpliciaux

Dans cette section nous proposons une généralisation du nombre de croisements aux complexes
simpliciaux. La prudence est de mise si nous voulons obtenir une formalisation acceptable de notre idée
intuitive de croisement : certains cas pathologiques doivent étre écartés, et nous devons nous décider
sur quoi compter exactement. Nous ne I'avions pas fait a la section précédente, mais méme dans le cas

des graphes les mots dessin et croisement devraient &tre définis méticuleusement [ ]

Nombre de croisements d’une fonction linéaire

Nos dessins rectilinéaires dans R% d'un complexe K seront les fonctions linéaires f : |K| — R%, ou,
de maniére équivalente [1.5], les fonctions f : V' — R ot V est I'ensemble des sommets de K. Dans
un premier temps, tous nos dessins seront rectilinéaires. Pour simplifier, nous demanderons de plus & un
dessin f qu'il soit générique, c'est a dire que les points de I'ensemble f(V) soient en position générale
dans R%. Remarquons qu'une fonction linéaire f : |K| — R? peut toujours étre rendue générique au
moyen d'une petite perturbation des images des sommets de K. Par la suite, nous utiliserons le mot
simplexe pour désigner aussi bien un élément de K que le simplexe euclidien lui correspondant dans
un dessin rectilinéaire. Nous dirons que deux simplexes (distincts) de K se croisent dans un dessin
rectilinéaire lorsque I'intersection de leurs intérieurs relatifs est non-vide. Notre but est de compter ces

croisements, mais nous devons faire attention avec ce mot.

Il serait absurde d'appeler croisement un point d'intersection entre deux simplexes qui se croisent
dans un dessin. En effet, si nous le faisions, une paire de 2-simplexes qui se croisent dans R provoquerait
une infinité de croisements, puisque leur intersection est un segment de droite ! Par un croisement dans
un dessin nous entendrons donc plutét une paire (non-ordonnée) de simplexes qui se croisent dans ce
dessin. Remarquons que nous considérons pour I'instant des dessins rectilinéaires, et que donc la situation

de la figure [4.1] n'est pas possible : deux simplexes ne peuvent se croiser qu’une seule fois.

Mais, aprés avoir inspecté quelques dessins, une autre question se pose : est-il vraiment nécessaire
de compter toutes les paires de simplexes se croisant? Par exemple la figure [4.2] montre bien que
dans R? un croisement triangle-triangle est toujours accompagné de deux croisements aréte-triangle.
Compter un croisement triangle-triangle est donc superflu puisque nous comptons déja les croisements
aréte-triangle. Remarquons que la réciproque n’est pas vraie, car un croisement aréte-triangle n’est pas

toujours accompagné d’un croisement triangle-triangle.
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{{1.,2,3y , {4,5,6} }
{{2,3 , {4,5,6} }
{{1.2,3y , {4,6} }

FIGURE 4.2 — Un croisement triangle-triangle s'accompagne de deux croisements aréte-triangle.

En fait, la situation que nous venons de décrire pour une paire de 2-simplexes dans R? est un cas

particulier du théoréme suivant.

Théoréme 4.2.1. /. , Lemma 3.1] Soient X etY des simplexes euclidiens dans R? dont les intérieurs
s'intersectent et tels que dim(X) + dim(Y') > d. Alors il existe des faces X' C X et Y' CY dont les

intérieurs s'intersectent également et telles que dim(X’) + dim(Y”) = d.

Donc dans un dessin rectilinéaire f : |K| — R? les seuls croisements {X, Y} qui nous intéresseront
seront ceux dont les dimensions des simplexes satisfont dim(X) 4+ dim(Y") < d. De plus, rappelons que
nos dessins rectilinéaires sont supposés génériques, et que donc les simplexes X et Y ne peuvent pas se
croiser dés lors que dim(X) + dim(Y") < d. Au final, nous pouvons restreindre notre attention au seul
cas dim(X) + dim(Y) = d.

Définition 4.2.2. Le nombre de croisements cr(f) d’une fonction linéaire f : |K| — R? est le nombre
de croisements {X, Y} satisfaisant dim(X) + dim(Y") = d.

X, YeK X#Y
cr(f) = # paires {X,Y} telles que ¢ dim(X) + dim(Y) =d
int f(|X]) N int f([Y]) # 0

Nombre de croisements d’un complexe simplicial

Maintenant que nous avons défini le nombre de croisements d'un dessin rectilinéaire, nous pouvons
aisément le transposer aux complexes simpliciaux au moyen d’un minimum portant sur tous les dessins

rectilinéaires.
Définition 4.2.3. Le nombre rectilinéaire de croisements en dimension d d’'un complexe simplicial K

est
lin-crg(K) = min{cr(f) | f:|K]| — R? linéaire } .
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Il reste maintenant a définir un nombre non-rectilinéaire de croisements. Ceci pourrait se faire en
définissant dans un premier temps le nombre de croisements d'une fonction partiellement linéaire et
en prenant ensuite pour le nombre de croisements d'un complexe un minimum portant sur toutes les
fonctions partiellement linéaires. Mais, rappelons qu'une fonction partiellement linéaire f : |K| — R¢
n'est rien d’autre qu'une fonction linéaire f : |K’| — R? avec K’ une subdivision de K. Le nombre

crqg(K) peut donc plus facilement se définir au moyen des nombres lin-cr(K') pour toute subdivision
K' de K.

Définition 4.2.4. Le nombre (non-rectilinéaire) de croisements en dimension d d’un complexe simplicial
K est
crg(K) = min{lin-cry(K’) | K’ subdivision de K } .

Il est clair qu'avec ces définitions, nous avons bien cr(G) = cra(G) et lin-cr(G) = lin-cra(G) lorsque
G est un graphe.
4.3 Lemme des croisements généralisé

Cette section discute d'une possible généralisation aux complexes simpliciaux du résultat suivant,

souvent surnommé le lemme des croisements.
Théoréme 4.3.1. Il existe des constantes A et B telles que pour tout graphe G on ait
3

e>An = cr(G)ZBe—z,
n

oun et e sont les nombres de sommets et d'arétes du graphe respectivement.

Les premiéres formes de ce théoréme sont apparues indépendamment dans | ] avec A =4 et
B = ﬁ et dans | | avec A =4 et B = 6%1. Une amélioration de ces résultats peut étre trouvée
dans | ]. avec les valeurs A = 7.5 et B = ﬁ Toutes ces différentes versions du lemme des

croisements sont des quantifications de I'idée intuitive suivante : rajouter des arétes a un graphe diminue
sa planarité, répartir les arétes d'un graphe entre plus de sommets augmente sa planarité. Ce lemme

peut étre utilisé pour prouver de nombreuses autres inégalités en géométrie combinatoire [ ]

Toujours dans notre optique de généraliser aux complexes simpliciaux des résultats de théorie des
graphes, nous montrerons dans le reste de cette section comment la validité d'une conjecture courante

entrainerait |'existence d'un lemme des croisements pour les complexes simpliciaux.
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Conjecture éparse

L’affirmation suivante sera surnommée conjecture éparse, car elle consiste en une propriété de sparsité

portant sur les complexes simpliciaux plongeables dans un espace euclidien.

Conjecture 4.3.2. Soit K un d-complexe 2d-plongeable. Alors :
sa < Cysa—1,
ou sy, est le nombre de k-simplexes de K et Cy est une constante qui ne dépend que de d.

Il est difficile de retracer 'origine exacte de cette conjecture, mais elle se rencontre occasionnellement
dans la littérature | , , ] et Uli Wagner la qualifie méme de « folklore » [ ]. Elle
se rencontre parfois sous une forme affaiblie, dans laquelle on demande seulement que sq < Cyn® ot n

est le nombre de sommets du complexe (on a sq—1 < () donc il s'agit bien d’une version affaiblie).

Cette conjecture peut é&tre vue comme une généralisation de l'inégalité d'Euler pour les graphes
planaires. Celle-ci affirme que dans tout graphe planaire, ¢ < 3n, ot e est le nombre d'arétes et n
le nombre de sommets. Nous avions déja implicitement démontré cette inégalité dans la preuve du
théoreme de Fary [1.5.5]. Comme pour I'inégalité d'Euler, la conjecture éparse permettrait de prouver

de nombreux résultats, notamment une borne supérieure sur le nombre de triangulations différentes d’un

ensemble de points dans R [ , ], ainsi qu'une borne inférieure sur le nombre de croisements
d’un complexe simplicial | ], comme nous allons bientét le montrer.
Plus généralement, Sarkaria | ] appelle toute condition numérique nécessaire a la plongeabilité

d'un complexe et portant sur les nombres de simplexes de ce complexe une inégalité de Heawood, en
allusion au probléme lié des bornes de Heawood pour le nombre chromatique des graphes plongeables sur

une surface donnée | ]. Ce type de conditions numériques est le sujet principal de la thése | ]

Généralisation du lemme des croisements

Comme promis au début du chapitre, nous démontrons un potentiel théoréme, qui s'appuye sur la
conjecture éparse, et dont I'existence a déja été observée par [ ] bien qu'il ne I'ait pas démontré.
Une variante moins forte et sous une autre forme semble é&tre disponible dans [ ]. La démonstration
ici présente s'inspire de la preuve probabiliste du lemme des croisements [4.3.1] telle que décrite dans
[ | et dans | ]
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Théoréme 4.3.3. Sila conjecture éparse [4.3.2] est vraie pour les d-complexes 2d-plongeables, alors il

existe des constantes Ay et By telles que pour tout d-complexe simplicial K on ait

2
sa > Aqsi1 = craa(K) > Ba—9,
Sd—1
ol sj, est le nombre de k-simplexes de K. En fait, on peut prendre Ay := g—ﬁ Cy et By = m.
d

Démonstration. Soit K un d-complexe quelconque et posons n := craq(K). En déroulant la définition

du nombre de croisements, nous voyons que :
o [4.2.4] Il existe une subdivision K’ de K telle que lin-crog(K') = n.
o [4.2.3] Il existe une fonction linéaire f’ : |K'| — R? telle que cr(f’) = lin-croq(K') = n.
o [4.2.2] Les n croisements correspondent a n paires {X/,Y/}1<i<n de simplexes de K.

De plus, toujours d’aprés la définition [4.2.2] nous devons avoir dim(X?) + dim(Y;) = 2d. Mais K’
est un d-complexe, donc ses simplexes sont de dimension au plus d, ce qui force dim(X}) = dim(Y;) = d.
Ensuite, puisque K’ est une subdivision de K :

e la fonction linéaire f’ : |K'| — R?¢ induit une fonction partiellement linéaire f : |K| — R2,
o pour chaque d-simplexe X il existe un d-simplexe X; € K tel que f'(|X/]) C f(|Xi]).

Les simplexes X1,...,X,, € K sont responsables des n croisements dans le dessin rectilinéaire de
K'. Remarquons que ces simplexes ne sont pas nécessairement tous distincts. Par exemple, il se pourrait
que toutes les images f'(|X/|) soient contenues dans I'image f(|X|) d'un unique simplexe X € K.
Géométriquement, ca signifierait que le simplexe X est impliqué dans chacun des n croisements.

Nous posons maintenant L := K\ {X3,..., X, }. En retirant ces simplexes & K, nous avons éliminé
tous les croisements du dessin rectilinéaire, donc il est clair que la restriction f : |L| — R2¢ est un
plongement partiellement linéaire. Il en suit que le d-complexe L est 2d-plongeable et nous pouvons
appliquer la conjecture [4.3.2].

sa(L) < Cysq—1(L)

Mais nous savons que sq(L) > sq4(K) — n (car nous avons retiré au plus n d-simplexes distincts & K)
et que sq—1(L) = s4—1(K) (car nous n'avons pas retiré de (d — 1)-simplexes a K). Finalement, en

combinant ces inégalités et en resubstituant croq(K) a la place de n, nous obtenons

Cl‘gd(K) Z Sd(K) — Cd Sdfl(K) .

Cette inégalité, qui vaut pour n'importe quel d-complexe K, va maintenant étre améliorée au moyen

d'une méthode probabiliste.
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Soit K’ le complexe simplicial aléatoire obtenu en effacant chaque sommet de K avec une probabilité
indépendante de (1—p). La valeur de p sera choisie plus tard, pour le moment nous demandons seulement
que 0 < p < 1. La notation K’ désigne donc maintenant un complexe aléatoire et non la subdivision du
début de la preuve (qui n'interviendra plus par la suite). En appliquant I'inégalité précédente 3 K’ nous

trouvons
crog(K') > sa(K') — Cqsq—1(K'),

sauf que cette fois les deux membres de I'inégalité sont des variables aléatoires plutét que des nombres.

Nous prenons |'espérance de ces variables aléatoires.
Eeraq(K')] > Efsa(K')] = CaE[s4-1(K")]

Ces quantités sont faciles a calculer.

e La variable aléatoire s4(K’) compte les d-simplexes de K encore présents dans K’. Pour tout
d-simplexe X € K, nous avons X € K’ si et seulement si chacun des (d + 1) sommets de
X est encore présent dans K’. Puisque chaque sommet de K est conservé avec une probabilité
indépendante p, nous avons P(X € K') = p®*!, et vu que les d-simplexes de K sont au nombre
de 54(K) nous trouvons E [s4(K')] = p@t! s4(K).

e Le méme argument donne E [sq_1(K')] = p?s4_1(K).

e Dessinons K dans R2? de maniére a avoir exactement crog(K) croisements. Un croisement dans le
dessin implique deux d-simplexes de K, c'est a dire (2d+2) sommets de K. En passant de K a K’,
la probabilité qu'un croisement survive dans notre dessin est donc de p>?*2. Vu que le dessin de K’
ainsi obtenu n’est pas forcément optimal, nous avons seulement E [craoq(K')] < p?4*+2 croq(K)

et non une égalité.

Replagant tout ¢a dans l'inégalité, nous trouvons

p2d+? crog(K) > pdtt sa(K) — Cy p? sa—1(K)

et en divisant par p?@+2

crog(K) > pd1 sa(K) — Cyp @2 Sa-1(K) .

Il ne reste maintenant plus qu'a choisir p de maniére & maximiser le membre de droite, ce qui peut se
faire au moyen d’un bref calcul.

Pour éclaircir la lecture, nous posons temporairement z := p~ 1. Nous allons trouver le maximum en
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dérivant, tout simplement.

sqx™t —Cysg_1x

flz) = xd~((d+1)sd —(d4+2)Cqs4-17)

d+-2

~

—

&
I

Nous voulons f/(z) = 0. Bien entendu ¢ ne peut pas étre nul, donc c'est la parenthése qui doit

s'annuler.
. d+1 1 s34

= d+2 Cq sq_1

Nous avions une condition p < 1 3 respecter.

d+2

<l e z>]1 >
p= r= Sd—d+1

Casd—1 < 84> Agsa—1 ,

avec Ay comme dans I'énoncé. Finalement, nous remplacons = dans la fonction a maximiser par la valeur

que nous avons trouvée.

f(l') = xd+1.($d —Ode_ldf) = ... = dei+1

O

Pour chaque dimension d dans laquelle la conjecture [4.3.2] est vraie, le théoréme [4.3.3] nous donne
donc un lemme des croisements. En particulier, nous pouvons prouver le lemme des croisements pour

les graphes donné en début de section.

Corollaire 4.3.4. Le théoréme [4.3.1] est vrai avec A= § et B = 5.

Démonstration. Dans la preuve du théoréme de Fary [1.5.5] nous avions montré que e = 3n — 6 pour un
graphe maximalement planaire. Un corollaire immédiat est que ¢ < 3n pour tout graphe planaire. Donc

la conjecture [4.3.2] est vraie en dimension d = 1 avec C; = 3 et le théoréeme [4.3.3] s'applique. O

Remarquons que les valeurs de A et B dans ce corollaire sont les mémes que celles mentionnées par
d'autres auteurs, par exemple | ]
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